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摘　 要　 二次指派问题(QAP)属于 NP-hard 组合优化问题,在现实生活中有着广泛应用。 目

前相对成熟的启发式算法通常以问题为导向来设计定制化算法,缺乏迁移泛化能力。 为提供

一个统一的 QAP 求解策略,将 QAP 问题的流量矩阵及距离矩阵抽象成两个无向完全图并构

造相应的关联图,从而将设施和地点的指派任务转化为关联图上的节点选择任务,基于 actor-
critic 框架,提出一种全新的求解算法 ACQAP。 首先,利用多头注意力机制构造策略网络,处
理来自图卷积神经网络的节点表征向量;然后,通过 actor-critic 算法预测每个节点被作为最优

节点输出的概率;最后,依据该概率在可行时间内输出满足目标奖励函数的动作决策序列。 该

算法摆脱人工设计,且适用于不同规模的输入,更加灵活可靠。 实验结果表明,在 QAPLIB 实

例上,本算法在精度媲美传统启发式算法的前提下,迁移泛化能力更强;同时相对于 NGM 等

基于学习的算法,求解的指派费用与最优解之间的偏差最小,且在大部分实例中,偏差均

小于 20% 。
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Abstract 　 The
 

quadratic
 

assignment
 

problem
 

( QAP )
 

is
 

one
 

of
 

the
 

NP-hard
 

combinatorial
 

optimization
 

problems
 

and
 

is
 

known
 

for
 

its
 

diverse
 

applications
 

in
 

real
 

life.
 

The
 

current
 

relatively
 

mature
 

heuristic
 

algorithms
 

are
 

usually
 

problem-oriented
 

to
 

design
 

customized
 

algorithms
 

and
 

lack
 

the
 

ability
 

to
 

transfer
 

and
 

generalize.
 

In
 

order
 

to
 

provide
 

a
 

unified
 

QAP
 

solution
 

strategy,
 

this
 

paper
 

abstracts
 

the
 

flow
 

matrix
 

and
 

distance
 

matrix
 

of
 

QAP
 

problem
 

into
 

two
 

undirected
 

complete
 

graphs
 

and
 

constructs
 

corresponding
 

correlation
 

graphs,
 

thus
 

transforming
 

the
 

assignment
 

task
 

of
 

facilities
 

and
 

locations
 

into
 

node
 

selection
 

task
 

on
 

the
 

association
 

graph.
 

Based
 

on
 

actor-critic
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framework,
 

this
 

paper
 

proposes
 

a
 

new
 

algorithm
 

ACQAP ( actor-critic
 

for
 

QAP ) .
 

Firstly,
 

the
 

model
 

uses
 

a
 

multi-headed
 

attention
 

mechanism
 

to
 

construct
 

a
 

policy
 

network
 

to
 

process
 

the
 

node
 

representation
 

vectors
 

from
 

the
 

graph
 

convolutional
 

neural
 

network;
 

Then,
 

the
 

actor-critic
 

algorithm
 

is
 

used
 

to
 

predict
 

the
 

probability
 

of
 

each
 

node
 

being
 

output
 

as
 

the
 

optimal
 

node.
 

Finally,
 

the
 

model
 

outputs
 

an
 

action
 

decision
 

sequence
 

that
 

satisfies
 

the
 

objective
 

reward
 

function
 

within
 

a
 

feasible
 

time.
 

The
 

algorithm
 

is
 

free
 

from
 

manual
 

design
 

and
 

is
 

more
 

flexible
 

and
 

reliable
 

as
 

it
 

is
 

applicable
 

to
 

different
 

sizes
 

of
 

inputs.
 

The
 

experimental
 

results
 

show
 

that
 

on
 

QAPLIB
 

instances,
 

the
 

algorithm
 

has
 

stronger
 

transfer
 

and
 

generalization
 

ability
 

under
 

the
 

premise
 

that
 

the
 

accuracy
 

is
 

comparable
 

to
 

the
 

traditional
 

heuristic
 

algorithm,
 

while
 

the
 

assignment
 

cost
 

for
 

solving
 

is
 

less
 

compared
 

to
 

the
 

latest
 

learning-based
 

algorithms
 

such
 

as
 

NGM,
 

and
 

the
 

deviation
 

is
 

less
 

than
 

20%
 

in
 

most
 

instances.
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　 　 二次指派问题(quadratic
 

assignment
 

problem,
QAP)是一个典型的组合优化问题,同时也是一个

NP-hard 问题。 自 1957 年 Koopmans 等[1] 首次将

QAP 作为组合优化问题提出之后,便一直受到数

学、计算机及诸多应用领域学者的关注。 一方面,
QAP 在实际中应用广泛,许多现实问题都可以形

式化为 QAP,如集成电路布线[2-3] 、工厂位置布

局[4] 、打字机键盘设计、作业调度[5-6] 等。 另一方

面,一些经典的 NP-hard 组合优化问题,如旅行商

问题、三角剖分问题以及最大团问题等也可以转

化为 QAP [7-9] 。 因此,寻找一种有效求解 QAP 的

算法具有十分重要的理论研究意义和实际应用

价值。
传统求解 QAP 的方法可以分为精确算法和

近似算法两大类。 精确算法能够找到全局最优

解,但随着问题规模的扩大所需时间急剧增加,不
适用于实际的应用。 近似算法是以精度换时间,
旨在合理的计算时间内找到尽可能接近最优解的

一个可行解。 启发式算法作为典型的近似算法,
存在迁移性不强的问题,一旦问题设置发生变

化,原来的方法便不再有优势,需要重新设计模

型。 而且,对于大规模复杂问题来说,传统方法

会随着问题规模的增大出现“组合爆炸” 现象,
计算的时间和空间复杂度呈指数级增长。 因

此,如何针对 QAP 设计有效的求解算法仍然面

临重重困难。
近年来,随着深度强化学习的迅速发展,涌现

出一批利用深度强化学习解决组合优化问题的新

方法,为 QAP 的求解提供了一种全新的思路。 本

文提出一种基于 actor-critic 框架的求解模型

ACQAP(actor-critic
 

for
 

QAP),该模型通过结合深

度强 化 学 习[10] 与 图 卷 积 神 经 网 络 ( graph
 

convolutional
 

neural
 

network,GCN)
 [11] 求解 QAP。

为了更准确地处理二次指派图信息,引入 GCN 捕

捉各个节点间的关系,并通过多头注意力机制指

导节点选择序列的输出。 整个模型只需要输入二

次指派图信息,就可以预测出对应问题的最优决

策节点解序列。 不同于以往利用图像信息作为训

练数据的机器学习模型,该模型针对 QAP 的图信

息进行训练,其求解的指派总费用显著减少。 并

且相较于启发式算法而言,当输入图的节点或边

信息与训练时有所变化时,模型依旧保持鲁棒性,
为解决大规模图上的组合优化问题提供了新的

方向。
本文主要贡献如下:
1)提出 QAP 的基于图结构的 ACQAP 算法:

本算法基于图数据进行训练,而启发式算法需要

以问题为导向,以流量及距离矩阵进行训练,不
具备问题实例的可推广性;当前基于学习的

QAP 求解算法大多以图像数据进行训练而难以

达到足够好的性能;本文以图数据作为训练数

据,更加接近实际生活中的 QAP,能够得到较优

的性能。
2)采用无监督的方法进行训练:ACQAP 算法

利用强化学习进行无监督训练,克服了样本标签

稀缺情况下无法充分训练的问题。
3)为求解 QAP 提供了一个统一的模型:针

对不同维度的 QAP,可以选择输入至同样的模

型中进行预测,其性能仍然可观,具有鲁棒性。
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1　 相关工作

　 　 近年来随着人工智能技术的迅速发展,深度

学习技术在很多领域打破了传统方法的壁垒,取
得了令人瞩目的成就。 而如何利用深度学习与强

化学习解决图的组合优化问题也引起诸多学者的

强烈兴趣。 Vinyals 等[12] 提出可以求解组合优化

问题的指针网络,有效地解决了输入序列与输出

序列长度不同的问题,但该模型基于监督学习,严
重依赖于大量带标签的样本, 很难实际应用。
Bello 等[13]首次尝试用强化学习方法训练指针网

络,解决了样本标签获取困难的问题,但模型缺乏

对图结构信息的捕捉。 Dai 等[14]首先研究如何利

用 图 神 经 网 络 解 决 组 合 优 化 问 题, 采 用

stucture2vec 图神经网络进行图嵌入,通过 deep-
Q-learning[15]学习图嵌入网络的贪婪策略,但需要

人为地设计辅助函数,泛化能力差。 Kool 等[16] 借

鉴 Transformer 模型,将深度学习与注意力机制结

合在一起,实现了数据的并行输入,有效地提高了

模型的求解效率;同时加入一个 Critic 网络估计

基准函数 b( s),使模型的收敛能力大幅度增强。
Nazari 等[17] 将指针网络的编码层直接替换为一

维卷积层,从而可以有效解决动态组合优化问题。
在针对指派问题的学习算法研究中,Groß

 [18]构

造了一个指派问题的深度强化学习求解模型,将
指派问题重新规划为 MDP,但其只适用于一次指

派问题。 Tang 等[19] 提出一种新的基于深度强化

学习与半马尔科夫决策过程的智能匹配模型,在
考虑时间与空间的长期优化目标基础上进行更有

效的二部图最大匹配,但同样也只是在一次指派

问题上得到了很好的应用。 Wang 等[20] 提出一个

端对端的模型来求解 QAP,模型利用卷积神经网

络提取图像特征,将每个特征视为图上的一个节

点,得到图像的图结构信息后输入图神经网络,获
得每个节点的表征输入后再进行节点的匹配任

务,文章用图像数据作为数据集进行训练,在提取

图像的过程中损失了大量的结构信息,从而在优

化能力上表现平平,且基于监督学习,难以获得大

量带标签的样本。
本文提出一种结合强化学习 actor-critic 框架

和多头注意力机制[21] 的求解策略,将 QAP 等价

为图上的节点选择问题,训练出针对该问题的端

对端的求解模型,为不同规模 QAP 提供了一个通

用的求解模型,且相比于以往基于学习的算法,得

到的结果更加接近最优解。

2　 问题定义

2. 1　 QAP
　 　 QAP 一般可描述为:给定 n 个设施、n 个地

点,以及对应的 2 个 n 阶矩阵 A = (aij) ∈ RR n×n,
B = (bkl) ∈ RR n×n, 要求给每个设施指派一个对应

的地点(同一地点有且仅有一个设施),并使得指

派后的费用之和最小。 其中元素 aij 表示设施 i 和
设施 j 之间的流量,元素 bkl 表示地点 k 到地点 l
的距离,那么设施 i 在地点 k 且设施 j 在地点 l 所
导致的费用为 aij × bkl 。 若将 QAP 表示成二次目

标函数的 0-1 整数规划问题,则其数学模型为

min∑
n

i = 1
∑

n

j = 1
∑

n

k = 1
∑

n

l = 1
aijbklxikx jl

s. t. ∑
n

i = 1
xik = 1,k = 1,2,…,n,

∑
n

k = 1
xik = 1,i = 1,2,…,n,

xik􀆠{0,1},i,k = 1,2…,n.

(1)

其中,当且仅当设施 i 被指派到地点 k 时, xik 值为

1。 设 X = (x11,x12,…,x1n,x21,…,xnn) T,xik 满足

上述约束条件,矩阵A和矩阵B的 Kronecker 内积

A 􀱋 B = (aikb jl) 由流量矩阵 A 和距离矩阵 B 中

元素的所有可能乘积组成。 则 QAP 的数学模型

也可以表示为

minXT(A 􀱋 B)X. (2)
2. 2　 QAP 的问题转化
　 　 为了适用于图神经网络,我们将 QAP 转化为

图上的节点选择问题。 为此,将 QAP 的 2 个矩阵

A 和 B 抽象为无向完全图 Ga 及 Gb,Ga = (Va,Ea)
表示设施之间的关系图,而 Gb = (Vb,Eb)

 

表示位

置之间的关系图。 其中 Va 由设施点 {a0,a1,…,
an-1} 构成,􀰙 Va 􀰙 = n。 Ea = {(ai,a j):ai,a j ∈
Va,i < j} 是连接 Va 中各顶点边的集合,边 (ai,
a j) 定义为设施 i 和设施 j 之间的流量。 类似地,
Vb 由位置点 {b0,b1,…,bn-1} 构成,且 | Vb | = n,
Eb = {(bk,bl):bk,bl ∈ Vb,k < l} ,是连接 Vb 中各

顶点边的集合,边 (bk,bl) 是位置 k 和位置 l 之间

的距离。
进而,根据这两幅图节点与边的关系,构造相

应的关联图 Gab (如图 1 所示)。 其中 Ga 和 Gb 之

间的每个候选节点匹配对应关联图 Gab 中的 1 个
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顶点。 另一方面,若 Ga 中 ai,a j 有边相连,并且 Gb

中 bk,bl 有边相连,则关联图 Gab 中的顶点 aibk 与

顶点 a jbl 有边相连,反之则无边相连。 关联图对

应的邻接矩阵如图 2 所示。 这样,QAP 就转换为

了关联图的顶点选择问题。

图 1　 关联图转化过程

Fig. 1　 Transformation
 

process
 

of
 

association
 

map

图 2　 关联图对应的邻接矩阵

Fig. 2　 Corresponding
 

adjacency
matrix

 

of
 

association
 

map

3　 模型设计

3. 1　 强化学习模型
　 　 强化学习,如图 3 所示,意在学习能够在环境

中获得最大收益的行动。 与生物学习过程类似,
智能体在环境中通过交互试错,进而获得最优的

策略。 智能体通过和环境进行交互,得到关于环

境状态变化的反馈信息,并根据这一反馈信息指

导策略优化,从而使智能体的累计回报最大。 强

化学习的本质就是寻找最优决策的过程。
强化学习的过程可描述为一个马尔科夫决策

图 3　 强化学习示意图

Fig. 3　 The
 

diagram
 

of
 

reinforcement
 

learning

过程(Markov
 

decision
 

process,
 

MDP) [22] 。 智能体

在时刻 t 观测到所处环境和自身当前状态 st ∈
S ,根据策略 π ,采取一个动作 at ∈ A(S) 。 在下

一个时刻 t+1,环境根据智能体所采取的动作 at

给予一个相应的回报 rt+1 ∈ R ,并进入一个新的

状态 st +1。 进而,智能体根据奖励信息 r 评价动作

at ,如果得到正向反馈,则增加当前动作被选择

的概率;反之,该动作被选择的概率减小。 然后进

入下一个决策过程,MDP 过程中得到的序列为

s0,a0, r1,s1,a1, r2,…,sn-1,an-1, rn .
　 　 通过这样的不断学习,找到能够带来最大长

期累积回报的最优策略 π∗ 。 需要注意的是,由
于智能体所处环境的随机性,以及回报获取存在

延迟,MDP 使用折扣因子 γ 来反映越是未来的回

报对当前 t 时刻累积回报的贡献率越小。 时刻 t
之后,带有折扣因子 γ􀆠[0,1] 的长期累积回报

如下

R t = rt +1 + γrt+2 +… = ∑
∞

k = 0
γkrt +k+1 . (3)

3. 2　 QAP 的强化学习模型构造
　 　 为便于表述,首先定义一些 QAP 转化为强化

学习问题过程中的符号:S 表示状态空间,A 表示

动作空间。 每个状态 st ∈ S 为之前已选择的顶点

序列 {vσ( i) } t -1
i = 1。 动作 at ∈ A(S) 被定义为下一个

选择的顶点,即 at = vσ( t) 。 基于 Bello 等[13] 解决

旅行商问题使用的 Actor-Critic 思想,引入 GCN 及

多头注意力机制[21] 构造了适合求解 QAP 的

ACQAP 模型,其包含一个策略网络和一个估值网

络。 其主体框架如图 4 所示。
3. 2. 1　 策略网络构造

　 　 对于当前的状态 st ,构造了一个策略网络

πθπ
(at | st) 来获取相应的动作 at 。 本文借鉴

transformer 的多头注意力机制来构建策略网络。

图 4　 ACQAP 主体框架

Fig. 4　 The
 

main
 

framework
 

of
 

ACQAP
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　 　 　 　 　通过多头注意力机制,能够从多个角度计算节点

的表征序列对于预测模型输出节点序列的注意力

权重,以此来指导模型节点输出,从而有效提高模

型针对 QAP 解的预测准确度。
本文的策略网络在结合多头注意力机制的基

础上引入 GCN,以此来更好地求解 QAP。 如图 5
所示,策略网络中包含编码器和解码器。

在编码器上,采用有别于传统点编码器的图

编码器,首先针对关联图利用 GCN 对所有顶点

V = [v00,v01,…,vnn ]进行编码。 通过 GCN,能够

在节点的特征向量中嵌入图结构的信息,进而体

现 QAP 中关联图顶点间的上下文信息。 主要通

过采样和聚合邻居节点的信息来实现,各个节点

的嵌入通过如下方式进行更新

hl
Nv

= AGGREGATE t {hl-1
u ,∀u ∈ Nv}( )

hl
v = σ Wl· hl-1

v ,hl
Nv

,xv,xe
v,u( )[ ]( ) , (4)

其中: Wl 是第 l 层的参数, Nv 表示与顶点 v 相邻

顶点的集合, hl
v 是顶点 v 在第 l 层对应的嵌入, xv

是顶点 v 的特征, xe
v,u( ) 是与 v 相邻的边特征。

聚合 ( AGGREGATE) 步骤可以有多种方式, 在

ACQAP 中采用平均聚合的方法。
经过 GCN 的编码后,得到相应的表征向量

{hl
v} 。 进而将其拼接后的表示矩阵输入至多头

注意力层中再次编码,获得编码矩阵 H。
解码器在解码过程中存在两部分的输入,一

部分是 t 时刻所有未输出节点的编码向量 Ht
v ,另

一部分为当前时刻已输出节点序列的编码向量

Ht-1
u 。 在多头注意力机制下,针对目标输出节点

会产生 3 个向量: kt
v、vt

v 和 qt
u ,其中键向量 kt

v 和值

图 5　 策略网络

Fig. 5　 Actor
 

network

向量 vt
v 对应未输出节点序列,而查询向量 qt

u 对应

已输出节点序列:
kt
v = WkHt

v,vt
v = WvHt

v,qt
u = WqHt-1

u . (5)
其中 Wk、Wv、Wq 为线性映射的参数矩阵。 在多

头注意力机制下,不同层的 kt
v、vt

v 和 qt
u 可以在多

个层面上获取 Ht
v 与 Ht-1

u 之间的关系,从而得到

不同角度下序列之间的关联关系。
通过 kt

v、vt
v 和 qt

u 计算已输出节点与目标输出

节点 v 之间的相容性,用 Cv 表示,其定义如下

Cv =
(qt

u) Tkt
v

d
,若 v 与所有已输出节点相连,

- ∞ ,其他.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(6)

其中 d 为缩放因子,用于控制后续反向传播中梯

度过小的问题。 Cv 的每一项分别表示目标输出节

点 v 与已输出节点序列{ u }之间的注意力系数,
通过求和的方式,可以求得 v 与所有已输出节点

之间的相容性 cv 。 最后策略网络利用 softmax
函数使所有未输出节点的相容性{ cv} 归一化至

0 ~ 1 之间的实数,并将其作为选择节点的概

率值。
因此所有候选顶点的指派政策如下所示

πθπ
(at | st) = pt -1 = softmax(cv) . (7)

　 　 根据策略 π θπ
(at | st) 进行采样或贪婪选择,

预测下一个选择的顶点 at = xσ( t) 。
3. 2. 2　 估值网络构造

　 　 估值网络根据策略网络的动作来评价策略的

价值,并反馈给策略网络。 网络输出的是对目标

函数的预测,将输入序列映射成一个基线预测

bθv
( s)。 估值网络主要包括 3 个模块:

 

1) 编码

器:与策略网络相同的编码器结构;2)
 

glimpse
 

计

算模块: 该计算模块对编码器的输出使用了

glimpse 函数[23] ,并且将该函数的输出作为解码

器的输入;3)解码器:带有 ReLU 函数的两层全连

接神经网络,输出基线预测 bθv
( s) 。 其中,glimpse

计算模块通过 glimpse 指向机制进行整合,假设估

值网络的参数为 θ v ,则 pθv
( s) 为所有顶点的概率

分布, {ai} 为节点的编码向量。 相应地,glimpse
向量的计算公式为

glimpse = ∑
n2

i = 1
pθv

( si)ai . (8)

3. 2. 3　 Actor-critic
 

训练

　 　 采用策略梯度算法[24]最小化奖励函数,在训

练中使用带基准线 REINFORCE 方法来训练
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actor-critic 框架,同时使用随机采样和贪心的方

式进行顶点的选择,之后使用 Adam 优化器对网

络参数进行更新。
策略网络输出所选择的 n 个顶点,其目标是

使这选择的 n 个顶点对应的 QAP 解所需费用最

少。 用 θπ 表示策略网络的参数, g 表示输入的待

指派的两幅图,则优化目标为

J(θπ | g) = Eπ ~ pθπ
(·| g)C(π | g)

= Eπ ~ pθπ
(·| g)XTA 􀱋 BX, (9)

其中策略网络的优化目标与式(2)的优化目标是

等价的。
接着引入估值网络构造基线函数 bθv

(g) ,同
时为便于计算,根据蒙特卡洛方法采样 Batch 个

实例估计 θπ 的梯度如下:

Δ

θπ
J(θπ | g)

= ∑
Batch

i = 1

C(π i | gi) - bθv
(gi)

Δ

θπ
logpθ(π i | gi)

Batch
.

(10)
　 　 在估值网络的训练中,采用随机梯度下降的

方法训练网络参数,其优化目标为

L(θv) =
∑ Batch

i = 1
[‖bθv

(gi) - C(πi | gi)‖2
2]

Batch
.

(11)
　 　 重复交错训练上述的策略网络及估值网络,
直至训练完成。 其算法流程如算法 1 所示。 这

一与 GCN 结合的 actor-critic 深度强化学习方法

是一种完全端到端的求解方法,可将问题的已

知条件输入训练好的神经网络快速输出相应的

n 个节点,从而获得匹配关系,也即 QAP 的近

似解。

4　 数值实验及分析

4. 1　 实验环境及评估指标
　 　 实验环境如表 1 所示。 在实验中,基于 U(0,
1)随机生成训练数据。 使用 Adam 优化器对网络

参数进行更新,学习率为 1e-3。

表 1　 实验环境

Table
 

1　 Experimental
 

environment
CPU Intel

 

Core
 

i7-9700K
 

CPU@ 3. 6 GHz
操作系统 Ubuntu16. 4
GPU NVIDIA

 

Tesla
 

V100
深度学习平台 Pytorch1. 6. 0

算法 1　 求解 QAP 的 actor-critic 算法流程
　 　 Require:策略网络 πθπ

 (π | g) 和估值网络 Vθv
(g),训练步

数 T,批量大小 B
1. 初始化策略网络和估值网络参数 θπ 和 θv
2. for

 

t = 1,…,T
 

do
3. gi ~ SampleInput(G)

 

for
 

i= 1,2,…,B
4. πi ~ SampleSolution(Pθπ

(·│g))
 

for
 

i= 1,2,…,B

5. bi ~Vθv
 (g)

 

for
 

i= 1,2,…,B

6. 计算估值网络目标函数

L(θv) ← ∑
B

i = 1
[‖bθv(gi

 ) - C(πi│gi)‖2
2 ] / B

　 　 7. 更新策略网络参数 θπ

Δ

θπ
J(θπ | g) ← ∑

B

i = 1
[(C(πi

 | gi) -

bθv(gi)

Δ

θπ
logpθ(πi | gi)] / B

θπ ← Adam(θπ, Δ

θπ
J)

　 　 8. 更新估值网络参数 θv
θv ← Adam(θv,

Δ

θv
 C)

　 　 9. end
 

for
输出:最优策略 πθπ

　 　 为评估所提出算法的有效性,将实验结果与

目前的最优解进行比较,利用与目前最优解之间

的偏差大小及执行时间来反映模型的好坏。 假设

Ocost、Bcost 分别代表算法所求的最优解、QAPLIB
公开 库[25] 里 对 应 的 目 前 最 优 解。 则 偏 差

(Deviation,简记为 D)定义如下

D =
Ocost - Bcost

Bcost

× 100% . (12)

4. 2　 对比实验
　 　 定义 QAP-X 为指派节点数为 x 的 QAP,
ACQAP-Y 为训练数据节点数为 y 的 ACQAP 模

型。 实验过程中随机生成指派节点数目为 20、
50、100 的 1 000 个图,将这些图 G(V,E)输入至

本文的模型 ACQAP 中。 基于此,训练了 3 个不

同的 ACQAP 模型 ( ACQAP-20、 ACQAP-50 以及

ACQAP-100)。
4. 2. 1　 与启发式算法比较

　 　 启发式算法是解决复杂 QAP 问题的常用算

法,它们可以在可行时间内提供一个近似的解决

方案。 为了评估提出的 ACQAP 模型在大规模和

复杂 QAP 实例上的性能,将其与一些经典的启发

式算法[26] 进行了比较,如迭代局部搜索( iterated
 

local
 

search,
 

ILS)、模拟退火(simulated
 

annealing,
 

SA)、遗传算法(genetic
 

algorithm,
 

GA)、粒子群优

化(particle
 

swarm
 

optimization,
 

PSO)、乌鸦搜索算

法(crow
 

search
 

algorithm,
 

CSA)等。 为此,从公开

库 QAPLIB 中的 134 个实例挑出具有代表性的例
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子进行仿真实验,其中包含了规模在 50 以上的实

例。 QAPLIB 是一个由 QAP 实例组成的公开库,
其实例可以根据其属性划分为不同的类型,实例

类型的不同会影响 QAP 算法的性能[27] 。 一般情

况下,QAPLIB 实例可分为 4 类[28] :
Ⅰ

 

非结构化:按均匀分布随机生成流量矩阵

和距离矩阵, 这些例子是最难求解的。 例如:
tai20a,tai30a,tai40a,tai80a,tai100a 等。

Ⅱ
 

类真实实例:随机生成的实例,分布与真实

实例类似,但其规模可能比真实实例的更大。 例

如:tai20b,tai25b,tai30b,tai60b,tai80b,tai100b 等。
Ⅲ

 

基于网格的距离矩阵:距离矩阵来源于

n1 × n2 网格,其距离定义为网格点之间的曼哈顿距

离。 例如:nug20,nug30,sko42,sko56,sko100a 等。
Ⅳ

 

真实实例:来自 QAP 实际应用的实例。
在现实生活中,流量矩阵有许多零项,其余的项显

然不 是 均 匀 分 布 的。 例 如: ste36x, kra30x,
bur26x 等。

其中,Ⅰ和Ⅲ为规则实例,Ⅱ和Ⅳ为不规则实例。
与启发式算法的比较结果如表 2 和图 6 所示。

表 2　 不同算法求解 QAP 产生的偏差及执行时间比较

Table
 

2　 Comparison
 

of
 

the
 

deviation
 

and
 

execution
 

time
 

generated
 

by
 

different
 

algorithms
 

for
 

solving
 

QAP

实例
ILS SA GA PSO CSA ACQAP-100

D / % T / s D / % T / s D / % T / s D / % T / s D / % T / s D / % T / s

Ⅰ
 

非结构

化

Ⅱ
 

类真实

实例

Ⅲ
 

基于网

格 的 距 离

矩阵

Ⅳ
 

真实实

例

tai30a 4. 87 0. 281 7. 33 1. 125 13. 39 0. 664 12. 37 0. 278 14. 79 0. 214 9. 80 0. 086
tai35a 5. 78 0. 332 7. 14 1. 232 15. 49 0. 729 12. 30 0. 364 16. 73 0. 257 10. 39

 

0. 128
tai40a 7. 13 0. 362 8. 18 1. 275 14. 70 0. 761 14. 06 0. 482 15. 80 0. 302 9. 45 0. 182
tai50a 8. 04 0. 428 8. 98 1. 457 15. 22 0. 889 13. 15 0. 750 16. 25 0. 366 6. 25 0. 313
tai60a 8. 47

 

0. 493 9. 56 1. 656 14. 72 1. 050 13. 15 1. 093 15. 49 0. 453 9. 00 0. 447
tai80a 8. 43 0. 641 9. 30 2. 175 12. 80 1. 296 12. 54 1. 959 13. 19 0. 601 9. 57 0. 815

tai100a 8. 87 0. 918 9. 22 2. 884 12. 32 1. 596 11. 67 3. 754 12. 53 0. 764 9. 23 1. 846
tai60b 14. 55 0. 461 14. 06 1. 575 45. 18 1. 021 35. 96 0. 803 41. 36 0. 450 17. 03 0. 451
tai80b 17. 29

 

0. 614 18. 33 2. 054 38. 61 1. 274 35. 59 1. 410 41. 00 0. 643 17. 54 0. 783
tai100b 17. 47 0. 894 19. 12 2. 674 38. 50 1. 601 32. 20 2. 326 37. 97 0. 759 16. 31 1. 825
tai150b 17. 64 2. 262 17. 58 6. 130 25. 99 2. 532 23. 80 7. 474 26. 08 1. 533 16. 25 6. 542
tai64c 0 0. 496 0 1. 665 13. 77 1. 120 8. 63 0. 876 14. 08 0. 471 3. 21 0. 493

tai256c 4. 91 10. 773 4. 66 18. 964 12. 33 4. 564 10. 20 45. 963 12. 99 2. 318 5. 12 84. 678
sko72 8. 83

 

0. 544 16. 47 1. 645 16. 01 1. 245 14. 60 0. 913 15. 68
 

0. 541 10. 76 0. 643
sko81 9. 09 0. 632 15. 63 1. 962 14. 71 1. 382 14. 46 1. 325 16. 11

 

0. 625 10. 54 0. 804
sko90 9. 03 0. 756 15. 06 2. 280 15. 29 1. 426 14. 45 1. 730 15. 16 0. 745 11. 23 1. 231

sko100a 9. 45
 

1. 016 14. 58 2. 583 14. 14 1. 575 13. 76 2. 172 14. 40 0. 861 11. 04 1. 852
els19 0. 61 0. 224 0 0. 494 64. 19 0. 573 53. 20 0. 143 47. 73 0. 173 4. 90 0. 061

kra30a 9. 20 0. 275 33. 41 1. 113 31. 70 0. 662 29. 38 0. 262 33. 95 0. 224 17. 69 0. 085
kra32 9. 41 0. 315 35. 33 1. 128 34. 90 0. 683 29. 36 0. 273 36. 18 0. 242 19. 21 0. 089
ste36a 21. 58 0. 324 88. 37 1. 254 86. 77 0. 720 59. 16 0. 357 88. 35 0. 278 36. 01 0. 139

图 6　 ACQAP-100 与元启发式算法在求解 QAPLIB 实例上产生的偏差比较

Fig. 6　 Comparison
 

of
 

bias
 

produced
 

by
 

ACQAP-100
 

and
 

meta-heuristic
 

algorithms
 

on
 

solving
 

QAPLIB
 

instances
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　 　 基于多个 QAPLIB 实例比较不同算法在 GPU
上的平均偏差 D 和平均执行时间 T。 从表 2 可以

看出,在精度上,ACQAP-100 相比当前最好的启

发式算法 ILS 相差不大,要优于其他的启发式算

法,尤其在 Tai50a、Tai100b 及 Tai150b 实例上达

到了最优。 为更直观地感受,用折线图对其进行

了表示,如图 6 所示。 从执行时间上看,当节点数

目在 50 以内时,ACQAP-100 的性能要优于现有

的启发式算法。 虽然当规模过大时,ACQAP-100
需要较长的执行时间,但在实际应用中,相较于启

发式算法需要针对具体问题的性质和规模设置不

同的参数,不具有泛化性,ACQAP 是一种统一的

模型,无需针对问题进行手工设计。
4. 2. 2　 与基于学习的算法比较

　 　 神经图匹 配 网 络 ( neural
 

graph
 

matching
 

network,NGM)是由 Wang 等[20] 提出的基于学习

的方法求解 QAP 的网络。 将 ACQAP 模型与多个

NGM 模型 ( 标准 NGM 模型 ( NGM) 以及利用

Gumbel 采样的 NGM 模型(NGM-Gx,x=样本数))
进行比较,以此对所提出的 ACQAP 模型做进一

步的评估。 从 QAPLIB 中的 134 个实例中随机选

取 24 个实例进行模拟实验,其中包含规模在 50
以上的实例,并将实验结果与当前的最优解以及

基于学习的方法进行比较,实验结果如表 3 和表

4 所示。 从表 4 可以看出基于 gumbell 采样的

NGM-G5k 始终优于确定性的 NGM,而 ACQAP 模

型则要优于 NGM-G5k 模型。 可视化结果如图 7
所示。 对不同模型在这 24 个实例上的实验结果

进行可视化,定义偏差大于 50% 的实例是失败的

实例(失败的实例被绘制在 y 轴的顶部)。 从图 7
中可以看出,我们的模型在应对 QAP 上要优于现

有的基于学习的方法。
4. 3　 鲁棒性分析
　 　 在 QAP 问题中,鲁棒性是一个很重要的研究

内容。 为研究模型的鲁棒性,通过在 1 000 个随

机生成的图(模拟 QAP 算例)上运行 3 种 ACQAP
模型获取相应的指派费用。 其结果如表 5 所示,
指派费用是指 1

 

000 个算例的平均指派费用。
通过比较 3 种 ACQAP 模型在不同规模问题

下的运行结果,可以看出 ACQAP 模型具有较好

的鲁棒性,能够更好地适应实际应用需求,即利用

单一规模训练的模型可以直接用于其他规模的问

题。 如通过 20 个节点数训练的 ACQAP-20 模型

求解 100 节点规模的 QAP-100 时,其指派费用与

利用 100 个节点数训练的 ACQAP-100 求解得到

的差别不大。
表 3　 ACQAP 与 NGM 模型在求解 QAPLIB 实例上产生的费用(Ocost)比较

Table
 

3　 Comparison
 

of
 

the
 

cost(Ocost )
 

produced
 

by
 

ACQAP
 

and
 

NGM
 

models
 

in
 

solving
 

QAPLIB
 

instances
实例 Bcost ACQAP-20 ACQAP-50 ACQAP-100 NGM NGM-G5 NGM-G50 NGM-G500 NGM-G5k

lipa20a 3 638 3 851 3 836 3 845 3 929 3 904 3 891 3 864 3 853
lipa30a 13 178 13 525 13 499 13 502 13 841 13 756 13 742 13 660 13 631
lipa40a 31 538 32 301 32 107 32 114 32 666 32 658 32 521 32 504 32 454
lipa50a 62 093 63 107 62 937 62 950 64 100 63 886 63 816 63 705 63 671
rou12 235 528 257 769 257 761 257 681 321 082 301 728 275 876 252 156 264 898
rou15 354 210 410 076 410 153 410 203 469 592 453 260 430 000 413 294 403 872
rou20 725 522 817 793 821 069 821 077 897 348 876 282 867 682 845 494 817 776
tai40a 3 139 370 3 447 918 3 436 119 3 436 002 3 610 604 3 755 024 3 672 066 3 660 256 3 610 604
tai50a 4 938 796 5 563 996 5 213 447 5 247 496 5 891 066 5 788 660 5 704 692 5 714 682 5 677 282
nug27 5 234 5 828 5 798 5 812 6 332 6 860 6 546 6 276 6 208
nug28 5 166 6 057 6 003 6 024 6 128 6 764 6 332 6 424 6 128
nug30 6 124 7 143 7 221 7 119 7 608 7 666 7 780 7 530 7 294
scr12 31 410 35 292 35 312 35 306 44 400 38 228 42 014 40 908 36 292
scr15 51 140 64 407 64 597 64 611 81344 77 376 75 746 75 224 68 768
scr20 110 030 152 634 152 647 152 622 182 882 212 432 175 534 171 666 154 636
sko42 15 812 18 617 18 233 18 242 20 192 19 274 19 340 19 218 18 716
sko49 23 386 27 160 26 934 26 922 28 712 28 584 27 718 27 238 27 554
tho30 149 936 184 632 184 589 184 573 187 062 207 424 198 456 196 072 185 622
tho40 240 516 294 878 293 465 293 877 313 026 323 808 311 780 318 188 304 878
wil50 48 816 53 418 53 260 53 167 55 390 54 962 54 552 54 086 53 418
bur26a 5 426 670 5 621 443 5 620 996 5 621 332 5 684 628 5 828 287 5 650 343 5 650 343 5 621 774
chr25a 3 796 5 152 5 246 5 207 18 950 16 704 13 758 13 162 11 648
els19 17 212 548 18 041 490 18 065 473 18 056 732 34 880 280 53 830 864 31 247 564 28 600 336 27 029 748
esc16a 68 78 76 78 88 84 86 82 78
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表 4　 ACQAP 与 NGM 模型在求解 QAPLIB 实例上产生的偏差比较

Table
 

4　 Comparison
 

of
 

the
 

deviation
 

produced
 

by
 

ACQAP
 

and
 

NGM
 

models
 

in
 

solving
 

QAPLIB
 

instances
实例 Bcost ACQAP-20 ACQAP-50 ACQAP-100 NGM NGM-G5 NGM-G50 NGM-G500 NGM-G5k

lipa20a 3 638 5. 85 5. 44 5. 69 8. 00 7. 31 6. 95 6. 21 5. 91
lipa30a 13 178 2. 63 2. 44 2. 46 5. 03 4. 39 4. 28 3. 66 3. 44
lipa40a 31 538 2. 42 1. 80 1. 83 3. 58 3. 55 3. 12 3. 06 2. 90
lipa50a 62 093 1. 63 1. 36 1. 38 3. 23 2. 89 2. 77 2. 60 2. 54
rou12 235 528 9. 44 9. 44 9. 41 36. 32 28. 11 17. 13 7. 06 12. 47
rou15 354 210 15. 77 15. 79 15. 81 32. 57 27. 96 21. 40 16. 68 14. 02
rou20 725 522 12. 72 13. 17 13. 17 23. 68 20. 78 19. 59 16. 54 12. 72
tai40a 3 139 370 9. 83 9. 45 9. 45 15. 01 19. 61 16. 97 16. 59 15. 01
tai50a 4 938 796 12. 66 5. 56 6. 25 19. 28 17. 21 15. 51 15. 71 14. 95
nug27 5 234 11. 35 10. 78 11. 04 20. 98 31. 07 25. 07 19. 91 18. 61
nug28 5 166 17. 25 16. 20 16. 61 18. 62 30. 93 22. 57 24. 35 18. 62
nug30 6 124 16. 64 17. 91 16. 25 24. 23 25. 18 27. 04 22. 96 19. 11
scr12 31 410 12. 36 12. 42 12. 40 41. 36 21. 71 33. 76 30. 24 15. 54
scr15 51 140 25. 94 26. 31 26. 34 59. 06 51. 30 48. 11 47. 09 34. 47
scr20 110 030 38. 72 38. 73 38. 71 66. 21 93. 07 59. 53 56. 02 40. 54
sko42 15 812 17. 74 15. 31 15. 37 27. 70 21. 89 22. 31 21. 54 18. 37
sko49 23 386 16. 14 15. 17 15. 12 22. 77 22. 23 18. 52 16. 47 17. 82
tho30 149 936 23. 14 23. 11 23. 10 24. 76 38. 34 32. 36 30. 77 23. 80
tho40 240 516 22. 60 22. 01 22. 19 30. 15 34. 63 29. 63 32. 29 26. 76
wil50 48 816 9. 43 9. 10 8. 91 13. 47 12. 59 11. 75 10. 80 9. 43
bur26a 5 426 670 3. 59 3. 58 3. 59 4. 75 7. 40 4. 12 4. 12 3. 60
chr25a 3 796 35. 72 38. 20 37. 17 399. 21 340. 04 262. 43 246. 73 206. 85
els19 17 212 548 4. 82 4. 96 4. 90 102. 64 212. 74 81. 54 66. 16 57. 04
esc16a 68 14. 71 11. 76 14. 71 29. 41 23. 53 26. 47 20. 59 14. 71

图 7　 ACQAP 与 NGM 模型在求解 QAPLIB 实例上产生的偏差比较

Fig. 7　 Comparison
 

of
 

deviation
 

produced
 

by
 

ACQAP
 

and
 

NGM
 

models
 

on
 

solving
 

QAPLIB
 

instances

表 5　 不同规模训练下模型的指派费用比较

Table
 

5　 Comparison
 

of
 

the
 

cost
 

of
 

models
under

 

different
 

scale
 

training
指派费用

QAP-20 QAP-50 QAP-100
ACQAP-20 48. 143 266. 648 1 109. 538
ACQAP-50 48. 691 261. 920 1 102. 769
ACQAP-100 48. 794 263. 412 1 001. 453

5　 结束语

　 　 本文提出一个端到端机器学习模型 ACQAP,
将强化学习与多头注意力机制有机结合起来,并
引入 GCN, 用于解决复杂组合优化问题中的

QAP。 通过将图作为一个环境,简称图环境,智能

体与图环境进行交互,在每一次交互中,图环境 G
给予智能体一定的奖励 r,并输出当前环境的随
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机状态 s,而智能体则根据当前的奖励 r 和随机状

态 s 做出动作 a。 最后智能体输出的动作是图上

的一个顶点子集,即为 QAP 的近似解。 最终实验

结果表明 DRL+multi-head-attention 的方法可以很

好地从小规模问题扩展到大规模问题,且优于传

统启发式算法。
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