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摘　 要　 令 F 为特征为 2 的域, C2α 为 2α 阶循环群。 以群代数 F[C2α] 的所有有限维不可分解

模的同构类为 Z -基,以 F 模的张量积为乘法所构成的环称为 F[C2α] 的表示环,记为

Rep(F[C2α]) .
 

在 Higman 工作的基础上进一步研究证明表示环 Rep(F[C2α]) 的 Krull 维数

1 并得到其所有素理想的具体形式。 之后证明 Rep(F[C2α]) 是 reduced 环,并给出零理想的

极小准素分解。 最后证明 Spec(Rep(F[C2α])) 是连通的拓扑空间。
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Abstract　 Let
 

F
 

be
 

a
 

field
 

with
 

characteristic
 

2
 

and
 

C2α
 be

 

a
 

cyclic
 

group
 

with
 

order
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by
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and
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called
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and
 

denoted
 

by
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and
 

the
 

concrete
 

forms
 

of
 

all
 

prime
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And
 

then,
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and
 

find
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space.
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　 　 本文中 F 总是特征为 2 的域, C2α 为 2α 阶循

环群,其中 1 ≤ α。 F[C2α] 是群 C2α 的群代数。
除非特别指出,所有模均指左模。

文献[1]分类了 F[C2α] 的所有互不同构的

不可分解模 M1,M2,…,M2α ,其中 dimF(Mi) = i 。
文献[2] 递推地给出表示环 Rep(F[C2α]) 的乘

法 结 构。 文 献 [ 3 ] 则 证 明 了 表 示 环

Rep(F[C2α]) 􀱋Z CC 是半单环。
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本文对 Rep(F[C2α]) 进行进一步研究,首先

证明 Rep(F[C2α]) 的 Krull 维数为 1;然后给出

Rep(F[C2α]) 的所有素理想,找到零理想 0 的极

小 准 素 分 解, 最 后 证 明 谱 空 间

Spec(Rep(F[C2α])) 是连通的。

1　 表示环的 Krull 维数

　 　 定义 1. 1 　 令 S 是所有有限生成的 F[C2α]

模 M 的同构类 [M] 的集合。 对以 S 为基的自由

交换群,由其子群 < [M] + [N] - [M 􀱇 N] | M,
N ∈ S > 确定的商群在乘法 [M][N] = [M􀱋FN]
下成为一个交换环,称为 F[C2α] 的表示环,记作

Rep(F[C2α]) 。
命 题 1. 1 　 Rep(F[C2α]) ≅ Z[x2,…,

x2α] / I2α 是环同构,其中 I2α 是由表示环中 Z -基的

乘法关系

[Mi 􀱋FM j] = [Mβ1
] + … + [Mβn

]
(其中 1 ≤ i,j ≤ 2α )决定的形如 xix j - (xβ1

+ …
+ xβn

) (其中 x1 = 1)的元素生成的理想。
证明　 有限生成 F[C2α] 模 M 有长度有限的

合成 列, 故 可 写 成 不 可 分 解 模 的 直 和。 由

Grothendick 群的泛性性质, Rep(F[C2α]) 是以

[M1],[M2],…, [M2α] 为基的自由 Z 模,其中

dimF(Mi) = i 。 于是在 Rep(F[C2α]) 中有

[Mi][M j] = [Mi 􀱋FM j] = [Mβ1
] + … + [Mβn

],
并且 [M1] 是乘法单位元。 因此有加群同态

φ:
Rep(F[C2α]) → Z[x2,…,x2α] / I2α,

[Mi] x- i .{
令 ψ:

Z[x2,…,x2α] → Rep(F[C2α]),

xi [Mi],{ 则 ψ

是环的满同态并且 I2α ⊆ ker(ψ) ,于是诱导出

Z[x2,…,x2α] / I2α 到 Rep(F[C2α]) 的环同态 ψ- 。

ψ- 与 φ 互逆表明 ψ- 是环同构。
由命题 1. 1 可知 Rep(F[C2α]) 是诺特环。
定理 1. 1 　 对 1 ≤ i,j ≤ 2α , 假 设 在

Rep(F[C2α]) 中有 [Mi][M j] = [Mβ1
] + … +

[Mβn
] ,则有如下公式

[M2α-i][M j] = [M2α-β1
] + … +

[M2α-βn
] + ( j - n)[M2α], (1)

[Mi][M2α-j] = [M2α-i][M j] + ( i - j)[M2α],

(2)

[M2α-i][M2α-j] = [Mi][Mj] + (2α - i - j)[M2α].

(3)
　 　 证明　 设 是 C2α 的生成元。 于是有环的满

同态 φ:
F[x] → F[C2α],

x .{ 由于 F[x] 是主理

想整环,于是对任意 Mk ,作为不可分解的 F[x]
模,存在 mk ∈Mk 使Mk = F[x]mk。 此时有模同构

F[x] / AnnF[x](mk) ≅ Mk。 因为 AnnF[x](mk) =

( f(x)) ⊇ ((x - 1) 2α) (注意 F 的特征为 2),对
比 F[x] / AnnF[x](mk) ≅Mk 两边的 F 模的维数可

知 AnnF[x](mk) = ((x - 1) k)。 因 此 有

F[x] / ((x - 1) k) ≅ Mk 是 模 同 构。 特 别 地

F[C2α] ≅ M2α 。
设 F[C2α] 模 M 有直和分解

M = Mγ1
􀱇 … 􀱇 Mγm

,

其中 1 ≤ γ1 ≤ … ≤ γm ≤ 2α。 由于 Mk ≅
F[x] / ((x - 1) k) 是 F[x] 模同构,所以有 m =
dimF(M / (x - 1)M) 。 由于 Mk 作为群 C2α 的表示

可以写成 Jordan 型矩阵

1 1
1 ⋱

⋱ 1
1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

k×k

,

再根据 Mk ≅ F􀱇k ,所以有 F[C2α] 模的短正合

序列

0 → M2α-i → M2α → Mi → 0,
其中 1 ≤ i≤ 2α。 从而有F[C2α] 模的短正合序列

0 → M2α-i 􀱋FM j → M2α 􀱋FM j → Mi 􀱋FM j → 0。
　 　 由 推 论 4. 3. 8[4] 有 F[C2α] 模 同 构

M2α 􀱋FM j ≅ jM2α, 于 是 由 定 理 中 的 记 号 j =
dimF(M2α 􀱋FM j / (g - 1)(M2α 􀱋FM j)) ≥ n =
dimF(Mi 􀱋FM j / (g - 1)(Mi 􀱋FM j)) 。 又因为

0 →􀱇
n

i = 1
M2α-βi

→ nM2α →􀱇
n

i = 1
Mβi

→ 0 是 F[C2α] 模的

短正合序列,于是由 Schanul 定理可得

(M2α-i 􀱋FM j) 􀱇 nM2α ≅ (􀱇
n

i = 1
M2α-βi

) 􀱇 jM2α。

从 而 在 Rep(F[C2α]) 中 有 [M2α-i][M j] =
[M2α-β1

] + … + [M2α-βn
] + ( j - n)[M2α]。

由于 Rep(F[C2α]) 是交换环,所以式(2)可

直接从式(1)得到。 对于式(3),可以直接由前 2
个公式得到。

从定理 1. 1 的证明中可以得到下面 2 个
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推论。
推论 1. 1　 在 Rep(F[C2α]) ,对 1 ≤ i ≤ 2α ,

有

[M2α][Mi] = i[M2α] .
　 　 推论 1. 2　 Rep(F[C2α]) 是 Rep(F[C2α+1])
的子环。

定理 1. 2　 Rep(F[C2α]) 的 Krull 维数是 1。
证明　 记 Rep(F[C2α]) 为 Rα 。 由于在 Rα+1

中有 [M2α+1][M2α+1] = 2α+1[M2α+1] ,可知 [M2α+1]
满足 x2 - 2α+1x ,于是 Rα[M2α+1] 是 Rα 的整扩张。

对 1 ≤ i < 2α ,设 [M2α-i][M2α-i] = [Mβ1
] +

… + [Mβn
]。 由定理 1. 1, 存在整数 k 使得

[M2α+i][M2α+i] = [Mβ1
] + … + [Mβn

] +

k[M2α+1]。 于是[M2α+i] 满足 x2 - a ,其中 a 属于

Rα[M2α+1]。 从而 Rα+1 是 Rα[M2α+1] 的整扩张,故
Rα+1 的 Krull 维数等于 Rα 的维数。

下面求 R1 的 Krull 维数。 显然 Z[x] 的 Krull
维数 Kr(Z[x]) = 2。 由 命 题 1. 1 有 R1 ≅
Z[x] / (x(2 - x)), 因 此 Kr(R1) =
sup
m

{Kr((R1)m)} ,其中 m 是 Z[x] 的任意极大

理想, (R1)m 是 m 对 R1 的局部化。 当 x2 - 2x ∉
m 时,有 (R1)m = 0。 当 x2 - 2x ∈ m 时,有环同构

(R1)m ≅ Z[x]m / (
x(2 - x)

1
)。 由于

x(2 - x)
1

不

是 Z[x]m 中的零因子,于是根据文献[5]中的推

论 11. 18 可得 Kr((R1)m) = Kr(Z[x]m) - 1。
因此

Kr(R1) =sup
m

{Kr((Z[x])m)} - 1 = 1.

2　 零理想的极小准素分解

　 　 引理 2. 1　 在 Rep(F[C2α]) 中,设 1 ≤ k <

α,0 ≤ t ≤ 2α-k - 1,0 ≤ i ≤ 2k ,则有

[Mt2k+i][M2k] = i[M( t +1)2k] + (2k - i)[Mt2k] .

(4)
　 　 证明 　 首先 M2k-i 与 M2k 是不可分解的

F[C2α] 模,也是不可分解的 F[C2k] 模。 由推论

1. 1,在 Rep(F[C2k]) 中有 [M2k-i][M2k] = (2k -
i)[M2k] 。 由 推 论 1. 2 这 一 公 式 在

Rep(F[C2k+1]) 中 也 成 立。 由 式 ( 1 ), 在

Rep(F[C2k+1]) 中有

[M2k+i][M2k] = i[M2·2k] + (2k - i)[M2k],
在上式中用 2k - i 代替 i 可得在 Rep(F[C2k+1])

中有

[M2·2k-i][M2k] = (2k - i)[M2·2k] + i[M2k],
再由式(1),在 Rep(F[C2k+2]) 中有

[M2·2k+i][M2k] = (2k - i)[M2·2k] + i[M3·2k] .
　 　 重复上述过程即得所证。

引理 2. 2　 在 Rep(F[C2α]) 中设 1 ≤ k < α,
0 ≤ i ≤ 2k。

1) 当
1 ≤ l ≤ 2α-k-1

2 ≤ m ≤ 2α-k-1{ 时, [M(2l-1)·2k+i][M2l·2k]

和[M2(m-1)·2k+i][M2(m-1)·2k] 是 [M2k+1],…,[M2α]
的非负整数为系数的线性组合。

2)当 1 ≤ l ≤ 2α-k-1 - 1 时,
[M(2l +1)2k+i][M(2l +1)2k] =

(2k - i)[M2k] + ∑
α

t = k+1
kt[M2t], (5)

[M2l2k+i][M(2l +1)2k] = i[M2k] + ∑
α

t = k+1
kt[M2t],

(6)
其中 kt 是非负整数。

证明　 由引理 2. 1 可得

[M2k+i][M2k] = i[M2·2k] + (2k - i)[M2k],
[M2·2k+i][M2k] = i[M3·2k] + (2k - i)[M2·2k],

由式(2)和上面第 2 个公式可得

[M2·2k+i][M3·2k] = i[M2k] +
(2k - i)[M2·2k] + (2k + i)[M22·2k],

类似的,重复使用引理 2. 1 和定理 1. 1,可以得到

如下公式

[M3·2k+i][M3·2k] =(2k-i)[M2k]+(2k+1+i)[M22·2k],
[M2k+i][M2·2k] = (2k+i)[M2·2k],
[M2·2k+i][M2·2k] = (2·2k-i)[M2·2k] +i[M4·2k],
[M3·2k+i][M4·2k] = (3·2k+i)[M4·2k],
[M4·2k+i][M4·2k] =(4·2k-i)[M4·2k]+i·[M8·2k].
　 　 1)由上面讨论,易知 l = 1,2 且 m = 2 时所证

结论成立。 设 l,m ≤ 2t 时,所证结论成立。 对 t
作归纳法。

当 2t + 1 ≤ l ≤ 2t +1 - 1,取 w 是正整数,使
2l + 1 < 2w+1-k < 2t +1 + 2l。 由归纳假设,可得

[M(2w+1-k-2l-1)2k+(2k-i) ][M(2w+1-k-2l)2k] = ∑
α

t = k+1
kt[M2t],

于是由式(3),有 [M2l2k+i][M2l2k] = ∑
α

t = k+1
k′t[M2t] ,

其中 k′t 是非负整数(后面同理)。
当 l = 2t 时,由 [M2k+t+1-i][M2k+t+1] = (2k+t+1 -

741
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i)[M2k+t+1] 和式(1),可知也有 [M2l2k+i][M2l2k] =

∑
α

t = k+1
k′t[M2t] 成立。 因此对任意 2t + 1 ≤ m ≤

2t +1, 有

[M2(m-1)2k+i][M2(m-1)2k] = ∑
α

t = k+1
k′t[M2t]

成立。
再设 2t + 1 ≤ m ≤ 2t +1,取 w 是正整数,使

2(m - 1) + 1 < 2w+1-k ≤ 2t +1 + 2(m - 1)。 由归

纳假设可得

[M(2w+1-k-2(m-1))2k+i][M(2w+1-k-2(m-1))2k] = ∑
α

t =k+1
kt[M2t],

从而由式(3)有

[M(2(m-1) -1)2k+(2k-i) ][M2(m-1)2k] = ∑
α

t = k+1
k′t[M2t],

m = 2t +1 + 1 可直接代入上式验证。 因此,对任意

2t ≤ l ≤ 2t +1,有

[M(2l -1)2k+i][M2l2k] = ∑
α

t = k+1
k′t[M2t] .

　 　 综上,证明了 l,m ≤ 2t +1 时有结论成立。
2)易知当 l = 1 时,所证结论成立。 设对 l ≤

2t ,有所证结论成立。
当 2t + 1 ≤ l ≤ 2t +1 - 1,取 w 是正整数,使 2

( l+1) ≤2w+1-k < 2t+1 + 2 ( l + 1)。 由归纳假设,有

[ M(2w+1-k-2( l+1)+1)2k ] [ M(2w+1-k-2( l+1)+1)2k+(2k-i) ] =

i[M2k] + ∑
α

t = k+1
kt[M2t] 。 于是根据式(3)可得

[M2l2k+i][M(2l +1)2k] = i[M2k] + ∑
α

t = k+1
k′t[M2t],

其中 k′t 是非负整数(后面同理)。
当 2t + 1 ≤ l ≤ 2t +1 - 2 时,取 w 是正整数,使

2( l + 1) + 2 ≤ 2w+1-k < 2t +1 + 2( l + 1) ,考虑

[M(2w+1-k-2( l +1))2k+(2k-i) ][M(2w+1-k-2( l +1) +1)2k] =

(2k - i)[M2k] + ∑
α

t = k+1
kt[M2t] ,于是有

[M(2l +1)2k+i][M(2l +1)2k] =

(2k - i)[M2k] + ∑
α

t = k+1
k′t[M2t] .

　 　 当 l = 2t +1 - 1 时,由于 [M2k-i][M2k] = (2k -
i)[M2k] ,所以由式(3)可得

[M(2l +1)2k+i][M(2l +1)2k] = [M(2t+2-1)2k+i][M(2t+2-1)2k]

= (2k - i)[M2k] + ∑
α

t =k+1
k′t[M2t].

当 t ≤ α - k - 3,l = 2t +1 时,由于

[M2t+22k-i][M(2t+2-1)2k] = [M(2(l-1)+1)2k+2k-i][M(2(l-1)+1)2k]

= i[M2k] + ∑
α

t = k+1
kt[M2t],

所以由 2t +k+3 ≤ 2α 和式(3)可知

　 [M2l2k+i][M(2l +1)2k] = [M2t+22k+i][M(2t+2+1)2k]

= i[M2k] + ∑
α

t = k+1
k′t[M2t] .

　 　 最后,再令 t ≤ α - k - 3,l = 2t +1,根据前面所

证的结论有

[M2( l -1)2k+(2k-i) ][M(2( l -1) +1)2k] =

(2k - i)[M2k] + ∑
α

t = k+1
kt[M2t],

所以应用式(3)可知

[M(2l+1)2k+i][M(2l+1)2k] = (2k - i)[M2k] + ∑
α

t =k+1
k′t[M2t].

　 　 综上,证明了 l ≤ 2t +1 时式(5)和式(6)成立。
引理 2. 3 　 在 Rep(F[C2α]) 中,设 0 ≤ l ≤

2α-1 - 1,则有下式成立

[M2l +1][M3] =
[M2l +3] + ∑

2α-1

t = 1
kt[M2t],2 | l,

[M2l -1] + ∑
2α-1

t = 1
kt[M2t],2 l,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(7)
其中 kt 是非负整数。

证明　 易知 α = 2 时所证结论成立。 对 α 用

归纳法,下证对 α + 1 有所证结论成立。
当 0 ≤ l ≤ 2α-1 - 1 时,由归纳假设有

[M2l +1][M3] =
[M2l +3] + ∑

2α-1

t = 1
kt[M2t],2 | l,

[M2l -1] + ∑
2α-1

t = 1
kt[M2t],2 l,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

成立。
当 2α-1 ≤ l ≤ 2α - 1 时,由归纳假设有

[M2(2α-l-1) +1][M3] =

[M2α+1-2l +1] + ∑
2α-1

t = 1
kt[M2t],2 l,

[M2α+1-2l -3] + ∑
2α-1

t = 1
kt[M2t],2 | l.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

因此应用式(1),可知式(7)成立。
引理 2. 4 　 在 Rep(F[C2α]) 中, 设 2 ≤ α,

1 ≤ l ≤ 2α-1 - 1 且 2 l ,则有

[M2l +1][M2l -1] = [M3] + ∑
α

t = 1
kt[M2t], (8)
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其中 kt 是非负整数。
证明　 易知 α = 2 时所证结论成立。 对 α 用

归纳法,下证对 α + 1 有所证结论成立。
当 1 ≤ l ≤ 2α-1 - 1 且 2 l 时,由归纳假设有

[M2l +1][M2l -1] = [M3] + ∑
α

t = 1
kt[M2t]

成立。
当 2α-1 + 1 ≤ l ≤ 2α - 1 且 2 l 时,由归纳假

设,有

[M2(2α-l) +1][M2(2α-l) -1] = [M3] + ∑
α

t = 1
kt[M2t],

因此应用式(3),可知式(8)成立。
引理 2. 5 　 在 Rep(F[C2α]) 中,设 1 ≤ i ≤

2α-1,1 ≤ j ≤ 2α ,则

[M2i][M j] = ∑
2α- 1

t = 1
kt[M2t] . (9)

其中 kt 是非负整数。
证明　 因为 [M2][M3] = [M2] + [M4] ,所

以结合推论 1. 1,易知式(9)对 α = 1,2 成立。 对

α 做归纳,下证对 α + 1 有所证结论成立。
不妨设式( 9) 中 j ≠ 2α (否则结论显然成

立 )。 由 归 纳 假 设 有 [M2α-2i][M2α-j] =

∑
2α- 1

t = 1
kt[M2t] ,用定理 1. 1 有

[M2α+2i][M2α+j] = ∑
2α

t = 1
k′t[M2t],

[M2α+2i][M2α-j] = ∑
2α

t = 1
k″t[M2t],

[M2α-2i][M2α+j] = ∑
2α

t = 1
k‴t[M2t],

其中 k′t、k″t 和 k‴t 都是非负整数。
命题 2. 1　 设 P 是 Rep(F[C2α]) 的素理想。
1)设 1 ≤ k≤α .

 

当 [M2k+1],…,[M2α] ∈P,
[M2k] ∉ P 时(这里 k = α 时 [M2α] ∉ P )。

(i)对任意 1 ≤ i ≤ 2k ,有 [Mi] - i ∈ P,
[M2k+i] - (2k - i) ∈ P;

(ii)对任意的 1 ≤ i ≤ 2k,2 ≤ t ≤ 2α-k - 1,有

[Mt2k+i][Mt2k+i] -
i2 ∈ P,2 | t
(2k - i) 2 ∈ P,2 t{ ∈ P。

　 　 2)当 [M2],[M22],…,[M2α] ∈P时,对任意

1 ≤ i≤ 2α-1,有 [M2i] ∈P,[M2i -1][M2i-1] - 1 ∈
P。

证明　 1)( i)由 ([Mi] - i)[M2k] = 0,可以

得到 [Mi] - i ∈ P .
 

由式(4)可以得到 ([M2k+i]
- 2k + i)[M2k] ∈ P ,从而 [M2k+i] - (2k - i) ∈
P。

(ii)由式(4), [M2·2k+i][M2k] - ( i[M3·2k] +
(2k - i)[M2·2k]) = 0,对该式乘 [M2·2k+i] ,由引理

2. 2,可知 [M2·2k+i][M2·2k+i] - i2 ∈ P 。 依次下去

即得所证。
2)易知 α = 1,2 时结论成立。 设对任意 β <

α ,在 Rep(F[C2α]) 中有所证结论成立。
因为 [M3][M3] = [M1] + 2[M4] ,所以根据

已知条件 [M3][M3] - 1 ∈ P ,从而 [M3] ∉ P。
由式(8),对任意的 2 t 有 [Mt] ∉ P。

设 1 ≤ i ≤ 2α-2 - 1,由式(9)可得

[M2α-1-2i][M2α- 1 -1] - ∑
2α- 2

t = 1
kt[M2t] = 0,

从 而 有 [M2α-1+2i][M2α-1+1] - k2α[M2α] -

∑
2α- 2

t = 1
kt[M2t] = 0。 根 据 归 纳 假 设,

[M2α-1+2i][M2α- 1 +1] ∈ P,所以[M2α-1+2i] ∈ P 。
下设 0 ≤ l ≤ 2α-2 - 1。
当 2 | l 时,由式(7),有

[M2α-1+2l+1][M3] - [M2α-1+2l+3] - ∑
2k

t = 1
kt[M2t] = 0,

对该式两边乘 [M2α-1+2l +1] ,再由式(8)可知

[M2α-1+2l +1][M2α-1+2l+1] - 1 ∈ P.
当 2 l 时,同理有 [M2α-1+2l +1][M2α-1+2l+1] - 1 ∈
P。

定理 2. 1　 在 Rα = Rep(F[C2α]) 中,极小素

理想 P 一定形如下面 4 种形式:
1) ([Mi] - i | 2 ≤ i ≤ 2α);
2)([M2α]) + ([Mi] - i | 2 ≤ i ≤ 2α-1) +

([M2α-1+i] - (2α-1 - i) | 0 < i < 2α-1);
3) 设1 ≤k≤α - 2,则([M2α],…,[M2k+1]) +

([Mi] - i | 2 ≤ i ≤ 2k) + ([M2k+i] - (2k - i) |
1 ≤ i ≤ 2k) + ([Mt2k+i] - kt2k+i | 2 ≤ t ≤ 2α-k - 1,
1 ≤ i≤2k) ,其中当 2 | t时, | kt2k+i | = i ,而当 2 t
时, | kt2k+i | = 2k - i , 再按照如下规则确定

| kt2k+i | 的正负号:令 k + 1 ≤ l≤ α - 1,任意选取

k2l+1 的正负号, 再随着 l 从小到大, 依次按照

k2l+1k2l+w
= kw(k1 = 1), 1 ≤w≤ 2l ,确定 k2l+w 的正

负号;
4) ([M2i] | 1 ≤ i ≤ 2α-1) + ([M2i +1] - k2i +1
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| 1 ≤ i < 2α-1) ,其中 | k2i +1 | = 1,对每个 1 ≤ l ≤
α - 1,指定 k2l+1 的正负号,再随着 l 从小到大,依
次按照 k2l+1k2l+2w-1

= k2w-1,1 ≤ w ≤ 2l -1,确定

k2l+2w-1 的正负号。
证明　 由命题 1. 1, Rα 的素理想和 Z[x2,…,

x2α] 中包含 I2α (命题 1. 1 中的理想)的素理想一

一对应。 因为有环同构

Z[x2,…,x2α] / (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α) ≅ Z,
所以 (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α) 是 Z[x2,…,x2α] 中的

素理想。 因此只需证明在 Z[x2,…,x2α] 中 I2α 包

含 (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α) 。
又因为对于 Z[x2,…,x2α] 中的理想 (xi - ki

| 2 ≤ i ≤ 2α) 有 f(x2,…,x2α) ∈ (xi - ki | 2 ≤ i
≤ 2α) 当且仅当 f(k2,…,k2α) = 0。 所以,只需证

明对 I2α 中的全体形如 xix j - (xβ1
+ … + xβn

)(其

中 1 ≤ i,j ≤ 2α ,规定 x1 = 1)的生成元满足

kik j - (kβ1
+ … + kβn

) = 0,
其中 k1 = 1。

1)对任意 1 ≤ i ≤ 2α ,有 ki = i ,由
[Mi][M j] = [Mβ1

] + … + [Mβn
]

两边的 F 维数相等,所以 ij - (β1 + … + βn) = 0。
 

因此 kik j - (kβ1
+ … + kβn

) = 0,故 I2α ⊂ (xi - ki

| 2 ≤ i ≤ 2α) 。
2)对任意 1 ≤ i ≤ 2α-1,有 ki = i,k2α-1+i

=
2α-1 - i 。

 

下设 1 ≤ i,j < 2α-1。
设 x2α-1-ix2α-1-j

- (xβ1
+ … + xβn

) ∈ I2α ,于是

由

[M2α-1-i][M2α-1-j] = [Mβ1
] + … + [Mβn

]
两边的 F 维数相等,可得

k2α-1-ik2α-1-j
- (kβ1

+ … + kβn
) = 0.

　 　 由定理 1. 1 可知, x2α-1+ix2α-1+j
- (xβ1

+ … +
xβn

+ mx2α)(其中m 是整数)是 I2α 的生成元之一。

又因为 k2α-1-i
= 2α-1 - i = k2α-1+i,k2α

= 0,于是

k2α-1+ik2α-1+j
- (kβ1

+ … + kβn
+ mk2α) = 0,

从而 x2α-1+ix2α-1+j
- (xβ1

+ … + xβn
+ mx2α) ∈ (xi -

ki | 2 ≤ i ≤ 2α)。
同 理 由 定 理 1. 1 可 知, x2α-1+ix2α-1-j

-
(x2α-1+(2α-1-β1)

+ … + x2α-1+(2α-1-βn)
+ mx2α) (其中

m 是 整 数 ) 是 I2α 的 生 成 元 之 一。 又 因 为

k2α-1+ik2α-1-j
- (k2α-β1

+ … + k2α-βn
+ mk2α) =

k2α-1-ik2α-1-j
- (kβ1

+ … + kβn
) = 0,所以

x2α-1+ix2α-1-j
-(xγ1

+…+xγn
)∈(xi-ki | 2≤i≤2α),

显然 x2αx2α-1 ±j
- (2α-1 ± j)x2α ∈ (xi - ki | 2 ≤ i ≤

2α) 。
综上 I2α ⊂ (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α)。
3)对任意 1 ≤ i ≤ 2k ,有 ki = i,k2k+i

= 2k-i。
　 　 设 1 ≤ l,w = t12k + i ,其中 0 ≤ t1 < 2l,1 ≤
i ≤ 2k。 于是根据本定理中的定义有

| k2k+l+w | =| kw | =
i, 2 | t1,

2k - i, 2 t1 .{
　 　 首先,设 k = α - 2,1 ≤ i,j < 2α-1。 由本定理

的 2)可知,对生成元 xix j - (xβ1
+ … + xβn

) ∈ I2α- 1

⊂ I2α 有 kik j - (kβ1
+ … + kβn

) = 0,所以

xixj - (xβ1
+ … + xβn) ∈ (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α)。

设生成元 x2α-1-ix2α-1-j
- (xγ1

+ … + xγn
) ∈ I2α- 1 ⊆

I2α (因为 1 ≤ i,j < 2α-1,所以 2α-1 - i和 2α-1 - j都
不为 0).

 

于是有生成元 x2α-1+ix2α-1+j
- (xγ1

+ … +
xγn

+ mx2α) ∈ I2α (其中 m 是整数).
 

由定理中的

定义,有
k2α-1+1k2α-1+i

= ki

= k2α-1-i

=
i, 1≤ i ≤2α-2,
2α-2 - (i - 2α-2), 2α-2 + 1≤ i ≤2α-1,{

所以 k2α-1-ik2α-1-j
= k2α-1+ik2α-1+j。 因此 k2α-1+ik2α-1+j

- (kγ1
+ … + kγn

+ mk2α) = k2α-1-ik2α-1-j
- (kγ1

+ …
+ kγn

) = 0。 因此 x2α-1+ix2α-1+j
- (xγ1

+ … + xγn
+

mx2α) ∈ (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α)。
再设 xix2α-1-j

- (xγ1
+ … + xγn

) ∈ I2α- 1 ⊆ I2α,
于是有 x2α-1+ix2α-1-j

- (x2α-1+γ1
+ … + x2α-1+γn

+

mx2α
+ m′x2α- 1) ∈ I2α (其中 m 是整数)。 所以

k2α-1+ik2α-1-j
- (k2α-1+γ1

+ … + k2α-1+γn
) =

k2α-1+1(kik2α-1-j
- (kγ1

+ … + kγn
)) = 0。 因此

x2α-1+ix2α-1-j
- (x2α-1+β1

+ … + x2α-1+βn
+ mx2α

+

m′x2α- 1) ∈ (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α), 显然 x2αx2α-1 ±j

- (2α-1 ± j)x2α ∈ (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α) 。
综上, k = α - 2 时 I2α ⊂ (xi - ki | 2 ≤ i ≤

2α)。
当 k = α - 3 时,设 1 ≤ i,j ≤ 2α-1,由本定理

2)和上面刚刚所证的结果可得 xix j - (xβ1
+ … +

xβn
) ∈ I2α 时,有

xixj - (xβ1
+ … + xβn) ∈ (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α)。
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其余与上面同理可证。
依次下去,可知对每个 1 ≤ k ≤ α - 2 有

I2α ⊂ (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α) .
　 　 4) α = 1,2 时结论成立。 对 α 做归纳,下证

对 α 有所证结论成立。
由命题 2. 1(2)可知,对任意 1 ≤ l ≤ 2α-1 有

[M2l] ∈ P ,因此 k2l = 0.
 

由式(9),不妨设 1 ≤ i,
j ≤ 2α-1 且 2 不能整除 i,j。

当生成元 xix j - (xβ1
+ … + xβn

) ∈ I2α- 1 ⊂ I2α

时,根据归纳假设有 xix j - (xβ1
+ … + xβn

) ∈ (xi

- ki | 2 ≤ i ≤ 2α)。
 

此时由定理 1. 1 可得

x2α-1-ix2α-1-j
- (xβ1

+ … + xβn
+m′x2α- 1) ∈ I2α,

x2α-1+ix2α-1+j
- (xβ1

+ … + xβn
+ mx2α) ∈ I2α,

其中 m′ 和 m 是 整 数。 因 此 根 据 归 纳 假 设

k2α-1-ik2α-1-j
= kβ1

+ … + kβn
= kik j, 又 因 为

k2α-1+ik2α-1+j
= (k2α-1+1k2α-1+i)(k2α-1+1k2α-1+j) = kik j ,

所以 k2α-1-ik2α-1-j
= kik j = k2α-1+ik2α-1+j。 因此

x2α-1+ix2α-1+j
- (xβ1

+ … + xβn
+ mx2α) ∈

(xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α) .
　 　 同理由 xix j - (xβ1

+ … + xβn
) ∈ I2α 可得

x2α-1+ix2α-1-j
- (x2α-1+2α-1-β1

+ … + x2α-1+2α-1-βn
+

mx2α
+ m′x2α- 1) ∈ I2α (其中 m′ 和 m 是整数),所

以根据归纳假设可得

k2α-1+ik2α-1-j
- (k2α-1+2α-1-β1

+ … + k2α-1+2α-1-βn
) =

k2α-1+1(kik2α-1-j
- (k2α-1-β1

+ … + k2α-1-βn
)) = 0.

 

因此

x2α-1+ix2α-1-j
- (xβ1

+ … + xβn
+ mx2α) ∈

(xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α) .
　 　 综上, I2α ⊂ (xi - ki | 2 ≤ i ≤ 2α)。

推论 2. 1 　 若 I 是 Rep(F[C2α]) 的极大理

想,则 I = P + (q) ,其中 P是定理 2. 1 中的极小素

理想, q 是一个素数。
推论 2. 2　 1) ( i) Rep(F[C2α]) 中形如定理

2. 1 中 1)和 2)的素理想各有 1 个。
(ii) Rep(F[C2α]) 中形如定理 2. 1(3)的素

理想有 2α-1 - 2 个。
(iii) Rep(F[C2α]) 中形如定理 2. 1(4)的素

理想有 2α-1 个。
2)所有极大理想构成的集合是无限可数集。
文献[3]证明了 Rep(F[C2α]) 􀱋ZCC 是半单

环。 由于 CC 是代数闭域,所以 Rep(F[C2α]) 􀱋ZCC

≅􀱇
2α

i = 1
CC 是环同构,因此 Rep(F[C2α]) 􀱋ZCC ≅􀱇

2α

i = 1
CC

有且只有 2α 个素理想,且每个素理想都是极大理

想。 这与推论 2. 1 和推论 2. 2 是一致的。
引理 2. 6 　 在 Rep(F[C2α]) 中,设 0 ≤ i ≤

2α-1 - 1,0 ≤ j ≤ 2α-1 - 1,则 [M2i +1][M2j +1] 的直

和分解中有 [M1] 当且仅当 i = j 。
证明　 易知结论对 α = 1,2 成立。 对 α 用归

纳法。 设在 Rep(F[C2α-1]) 中有结论成立。 设 0
≤ i,j ≤ 2α-2 - 1, [M2α-1+2i +1][M2α-1+2j +1] =
[Mβ1

] + … + [Mβn
], 于 是 可 得

[M2α-1-2i -1][M2α-1-2j -1] = [Mβ1
] + … + [Mβn

] +
l[M2α] ,其中 l 是整数。 由归纳假设,存在 βi = 1
当且仅当 i = j 。

引理 2. 7　 在 Rep(F[C2α]) 中,令 1 ≤ k ≤
α,1 ≤ i ≤ 2α-k ,则 [M2ki][M2kj] 的直和分解中有

[M2k] 当且仅当 i = j 且 2 i 。
证 明 　 易 知 对 α = 2 成 立。 设

Rep(F[C2α-1]) 中有结论成立,下证对 α 也成立。
k = α 和 α - 1 时结论显然成立。
不妨设 1≤i,j≤2α-1-k-1 且 1≤k≤α-2。
设 [M2α-1+2ki][M2α-1+2kj] = [Mβ1

] + … +
[Mβn

] ,于是有 [M2α-1-2ki][M2α-1-2kj] = [Mβ1
] +

… + [Mβn
] + l[M2α] ,其中 l 是整数。 由归纳假

设,存在 βi = 2k 当且仅当 i = j 且 2 i 。
引理 2. 7 可以用如下迭代的形式来表述:
在 Rep(F[C2α]) 中,令 1 ≤ i ≤ 2α-1,y(1)

i
=

2i;设 y(k-1)
i

已定义,令 1 ≤ i ≤ 2α-k,y(k)
i

= y(k-1)
2i

,
于是 [My(k)

i
][My(k)

j
] 的直和分解中有 [M2k] 当且

仅当 i = j 且 2 i 。
定理 2. 2　 Rep(F[C2α]) 是 reduced 环。

证明　 设 x = ∑
2α

t = 1
kt[Mt],并且 x2 = 0。

 

由引

理 2. 5 和引理 2. 6,可知当 2 i时,ki = 0。
 

由引理

2. 7,依次比较两边[M2],[M22],…, [M2α] 的系

数可知 x = 0。
定理 2. 3　 令 T 是定理 2. 1 中的所有极小素

理想构成的集合,则 0 = ∩
P∈T

P 是 0 的极小准素分

解。 此时 Rep(F[C2α]) 的所有零因子是 ∪
P∈T

P。

证明　 由定理 2. 2,
0 = ∩

P∈T
P

成立。 设 0 =∩
i∈I

qi 是由 0 = ∩
P∈T

P 得到的 0 的极小

准 素 分 解。 由 文 献 [ 5 ] 的 命 题 4. 6, 对

Rep(F[C2α]) 的每个素理想 P ,存在 i ∈ I ,使得
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qi = P ,因此 0 = ∩
P∈T

P 就是极小准素分解。

推论 2. 3　 设 R = Rep(F[C2α]),RP →RM →
0 是 R 模 M 的投射盖,则 M ≅ P 是 R 模同构。

证明　 只需证明 Rep(F[C2α]) 作为 R 模的

任一多余子模是 0。
 

由推论 2. 1 和定理 2. 3, R 的

Jacobson
 

radical
 

J(R) = 0,于是 RR 的所有多余子

模的和是 0。 所以 P 的 Jacobson
 

radical(见文献

[6])
 

J(P) = 0。 因此 P 的所有多余子模的和为

0。
定理 2. 4　 记 R = Rep(F[C2α]),Spec(R) 取

Zariski 拓扑, Z 取离散拓扑,则 MorTop(Spec(R),
Z) ≅ Z 是群同构。

证明　 记 V( I) = {p ∈ Spec(R) | p ⊇ I} ,其
中 I 是 R 的理想。 设 pi、p j 是任意 2 个极小素

理想。
易知 V(pi) 和 V(p j) 都是 Spec(R) 的连通拓

扑子空间。 由于 pi + (2) = p j + (2) , 于是

Spec(R) 只有一个连通分支。 由连续映射保持连

通性,可知结论成立。
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