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摘 要 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法是数值线性代数中的基本算法之一，主要用于计算矩阵 ＱＲ
分解．经典和修正 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法基于 ｌｅｖｅｌ１?２ＢＬＡＳ运算，低级 ＢＬＡＳ运算对 ｃａｃｈｅ
的利用率比较低，从而限制了算法性能．提出一种新的分块 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法．新算法
通过重正交保证产生矩阵 Ｑ的正交性达到机器精度，并且利用 ｌｅｖｅｌ３ＢＬＡＳ运算提高了算法
性能．数值试验表明，新算法能使得矩阵 Ｑ的正交性达到机器精度，并且新算法使得性能得到
显著提高．
关键词 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ，Ａｒｎｏｌｄｉ算法，正交化，分块算法，ＱＲ分解
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１ 引言

构造正交基经常是Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法求解线性代数问题的关键步骤．一般地，可以通过经典 Ｇｒａｍ
Ｓｃｈｍｉｄｔ（ＣＧＳ）算法［１］或修正ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ（ＭＧＳ）［１］算法计算矩阵 Ａ的 ＱＲ分解从而获得正交基．ＣＧＳ和
ＭＧＳ在数学上等价，然而由于舍入误差的存在，这２种 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ算法产生的矩阵 Ｑ的正交性不能
达到机器精度．通过重正交，矩阵 Ｑ的正交性能够达到机器精度．带有重正交的 ＭＧＳ（ＭＧＳＲ）［２，３］是基于
向量－向量运算，而带有重正交的 ＣＧＳ（ＣＧＳＲ）［２，３］是基于矩阵－向量运算，这２种算法都不能充分利用
现代计算机的多层存储结构，因此限制了性能的提高．

为了提高ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ算法在现代计算机上的性能，Ｊａｂｌｙ［４］利用重正交技术提出一种分块 ＭＧＳＲ
算法，该算法产生的矩阵 Ｑ的正交性与矩阵Ａ的条件数成正比，即 Ａ的条件数越大，Ｑ的正交性的损
失会越严重．Ｓｔａｔｈｏｐｏｕｌｏｓ［５］提出一种利用矩阵右奇异向量的正交化方法，该算法在调用ｌｅｖｅｌ３ＢＬＡＳ的同
时也增加了浮点运算，增加的浮点运算抵消了部分因为 ｌｅｖｅｌ３ＢＬＡＳ带来的性能提高．而且该算法不是
ＱＲ分解算法，它产生１个正交矩阵和１个满矩阵．

本文提出一种新的分块ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法．新算法通过重正交保证矩阵 Ｑ的正交性达到机
器精度．而且通过调用 ｌｅｖｅｌ３ＢＬＡＳ，算法利用矩阵－矩阵运算从而提高了性能．第二部分，我们给出新
的分块的ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法，并给出简要的误差分析．第三部分，数值试验将新算法，ＣＧＳＲ和
Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ算法［１］进行对比，说明通过重正交，新算法和ＣＧＳ均能保证矩阵 Ｑ的正交性达到机器精度．
第四部分，将新算法和ＣＧＳＲ应用于计算矩阵特征值问题的 Ａｒｎｏｌｄｉ
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算法，数值试验表明在性能方面，新



算法比ＣＧＳＲ有了显著提高．

２ 分块ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法
假设 Ａ∈Ｒｍ×ｎ是列满秩的，其中 ｍ≥ｎ．一般地，我们将矩阵 Ａ均匀地分成Ｎ块，每块由 ｎｂ个连续

向量构成；对 Ｑ也做相应的划分．我们用 Ｑｋ表示由矩阵Ｑ的前ｋ列构成的矩阵．为了简化，算法省略了
构造矩阵 Ｒ的语句．

算法１ 分块ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法
计算（ａ１，ａ２，…，ａｎｂ）的 ＱＲ分解，得到 Ｑｎｂ；

Ｆｏｒｉ＝２ｔｏＮ
ｋ＝（ｉ－１）ｎｂ；
Ｓ＝（ｓ１，ｓ２，…，ｓｎｂ）＝ＱＴｋ（ａｋ＋１，ａｋ＋２，…，ａｋ＋ｎｂ）；

Ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎｂ）＝（ａｋ＋１，ａｋ＋２，…，ａｋ＋ｎｂ）－ＱｋＳ；

Ｒｅｐｅａｔ
ｗ１＝ｖ１；

ｓ＝ＱＴｋｗ１；

ｖ１＝ｗ１－Ｑｋｓ；

Ｕｎｔｉｌｖ１正交于 Ｑｋ
ｑｋ＋１＝ｖ１?‖ｖ１‖２；

Ｆｏｒｊ＝２ｔｏｎｂ
ｔｊ＝（ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）Ｔａｋ＋ｊ；

ｖｊ＝ｖｊ－（ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）ｔｊ；

Ｒｅｐｅａｔ
ｗｊ＝ｖｊ；

ｔ＝（Ｑｋ，ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）Ｔｗｊ；

ｖｊ＝ｗｊ－（Ｑｋ，ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）ｔ；

Ｕｎｔｉｌｖｊ正交于（Ｑｋ，ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）

ｑｋ＋ｊ＝ｖｊ?‖ｖｊ‖２；

Ｅｎｄｆｏｒ
Ｅｎｄｆｏｒ
外层Ｆｏｒ循环以分块的形式计算正交基；内层Ｆｏｒ循环以向量的形式计算每个分块内的正交基．重

正交由２次ＲｅｐｅａｔＵｎｔｉｌ语句实现，在外循环中的ＲｅｐｅａｔＵｎｔｉｌ只对每个分块的第一个向量进行重正交，
而在内循环中的ＲｅｐｅａｔＵｎｔｉｌ对每个分块中剩余的向量进行重正交．算法１和 ＣＧＳＲ在重正交的计算方
式上是相同的，不同点在于算法１以分块的形式对每个向量进行第一次正交化．

为了说明算法１的数值稳定性，我们对算法１进行了简要的误差分析．所有的误差分析都是基于浮
点计算的标准模型［１，６］

ｆｌ（ａｏｐｂ）＝（ａｏｐｂ）（１＋ε），｜ε｜≤｜εｍ ｜，ｏｐ＝＋，－，，＼， （１）
其中，ｆｌ表示浮点计算，εｍ表示单位舍入误差．
引理１ 假设 Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｘ∈Ｒｎ和ｙ＝Ａｘ，那么

‖ｙ－ｆｌ（Ａｘ）‖２≤ｍｉｎ（ｍ，ｎ）１?２ｎ‖Ａ‖２‖ｘ‖２εｍ ＋Ｏ（ε２ｍ）．
证明 将浮点运算标准模型（１）式应用到矩阵向量乘积即可得出结论（见文献［６］）．

引理２ 如果‖Ｉ－ＱＴＱ‖２≤α，其中 Ｉ是单位矩阵，那么‖Ｑ‖２≤１＋α?２
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证明 直接应用三角不等式（见文献［７］）．
引理３ 假设 Ｑ∈Ｒｍ×ｎ，如果‖Ｑ‖２≤２１?２，那么‖Ｉ－ＱＱＴ‖２＝１．

证明 任意 ｘ∈Ｒｍ都可以分解成ｘ１∈ｒ（Ｑ）和 ｘ２∈ｒ（Ｑ）┴的直和，因此我们有

‖Ｉ－ＱＱＴ‖２
２＝ ｍａｘ

‖ｘ‖２＝１，ｘ∈Ｒ
ｍ
‖（Ｉ－ＱＱＴ）ｘ‖２

２

＝ ｍａｘ
‖ｘ‖２＝１，ｘ∈Ｒ

ｍ
‖ｘ１－ＱＱＴｘ１＋ｘ２‖２

２

＝ ｍａｘ
‖ｘ‖２＝１，ｘ１∈ｒ（Ｑ）

｛‖ＱＱＴｘ１‖２
２－２‖ＱＴｘ１‖２

２｝＋‖ｘ‖２
２

≤ ｍａｘ
‖ｘ‖２＝１，ｘ１∈ｒ（Ｑ）

（‖Ｑ‖２
２－２）‖ＱＴｘ１‖２

２＋‖ｘ‖２
２．

根据假设，我们有‖Ｉ－ＱＱＴ‖２≤１．另一方面，如果 ｘ１＝０，那么‖（Ｉ－ＱＱＴ）ｘ‖２＝‖ｘ‖２，因此有

‖Ｉ－ＱＱＴ‖２≥１．
假设我们得到矩阵 Ｑｋ＋ｊ－１＝（Ｑｋ，ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１），ｋ＝（ｉ－１）ｎｂ，其正交性达到机器精度，

如果应用ＣＧＳＲ［２，３］将 ａｋ＋ｊ与Ｑｋ＋ｊ－１进行第一次正交化，那么根据引理１和引理２，我们有

ｓｊ＝（Ｑｋ，ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）Ｔａｋ＋ｊ＋δｓ，
其中，

‖δｓ‖２≤ ｍ（ｋ＋ｊ－１）１?２‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ ＋Ｏ（ε２ｍ），
和

ｖｊ＝ｆｌ（ａｋ＋ｊ－ｆｌ（（Ｑｋ，ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）ｓｊ））

＝ｆｌ（ａｋ＋ｊ－（Ｑｋ，ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）ｓｊ－δ１ｖ）

＝ａｋ＋ｊ－（Ｑｋ，ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）ｓｊ－δ１ｖ－δ２ｖ，
其中，

‖δ１ｖ‖２≤（ｋ＋ｊ－１）３?２‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ ＋Ｏ（ε２ｍ），

‖δ２ｖ‖２≤‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ ＋Ｏ（ε２ｍ）．
令δｖ＝Ｑｋ＋ｊ－１δｓ＋δ１ｖ＋δ２ｖ，根据引理３，我们有

ｖｊ＝（Ｉ－Ｑｋ＋ｊ－１ＱＴｋ＋ｊ－１）ａｋ＋ｊ－δｖ， （２）
其中，‖δｖ‖２≤（ｍ（ｋ＋ｊ－１）１?２＋（ｋ＋ｊ－１）３?２＋１）‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ＋Ｏ（ε２ｍ）．

对于矩阵的每个列向量只用一次重正交的 ＣＧＳＲ算法（ＣＧＳＲ２），Ａｂｄｅｌｍａｌｅｋ［８，ｐｐ．３４９～３５８］证明了如果

‖ｖｊ‖２足够大，那么ＣＧＳＲ２算法保证矩阵 Ｑ的正交性达到机器精度．Ｇｉｒａｕｄ
［９，ｐｐ．９３～９７］建立了 Ａｂｄｅｌｍａｌｅｋ

的假设与矩阵 Ａ的条件数ｋ（Ａ）之间的关系，证明了如果矩阵 Ａ不是严重病态，那么 ＣＧＳＲ２保证矩阵
Ｑ的正交性达到机器精度，其结论可以用定理１表示．
定理１［９］ 如果 ｃ１ｋ（Ａ）εｍ＜１，那么由ＣＧＳＲ２计算得到的矩阵 Ｑ满足

‖Ｉ－ＱＴＱ‖２≤ ｃ２εｍ， （３）

其中，ｃ１，ｃ２是与 ｍ，ｎ相关的常数．
在实际应用中，对于大多数矩阵ＣＧＳＲ计算一次重正交即可使得矩阵 Ｑ的正交性达到机器精度；

对于接近奇异的矩阵，２次重正交可以保证 Ｑ的正交性［３，１０，１１］．
现在应用算法１将 ａｋ＋ｊ与Ｑｋ＋ｊ－１进行第一次正交化．根据引理１和引理２，我们有

ｓｊ＝ＱＴｋａｋ＋ｊ＋δｓ，

ｔｊ＝（ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）Ｔａｋ＋ｊ＋δｔ，
其中，‖（δｓＴ，δｔＴ）Ｔ‖２≤ｍ（ｋ＋ｊ－１）１?２‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ＋Ｏ（ε２ｍ）．

利用上式和引理１，我们有
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ｖｊ＝ｆｌ（ａｋ＋ｊ－ｆｌ（Ｑｋｓｊ）－ｆｌ（（ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）ｔｊ）

＝ｆｌ（ａｋ＋ｊ－（Ｑｋｓｊ＋δ１ｖ）－（（ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）ｔｊ＋δ２ｖ））

＝ａｋ＋ｊ－Ｑｋｓｊ－（ｑｋ＋１，ｑｋ＋２，…，ｑｋ＋ｊ－１）ｔｊ－δ１ｖ－δ２ｖ－δ３ｖ，
其中，

‖δ１ｖ‖２≤ ｋ３?２‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ ＋Ｏ（ε２ｍ），

‖δ２ｖ‖２≤（ｊ－１）３?２‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ ＋Ｏ（ε２ｍ），

‖δ３ｖ‖２≤‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ ＋Ｏ（ε２ｍ）．
令δｖ＝Ｑｋ＋ｊ－１（δｓＴ，δｔＴ）Ｔ＋δ１ｖ＋δ２ｖ＋δ３ｖ，根据引理３，我们有

ｖｊ＝（Ｉ－Ｑｋ＋ｊ－１ＱＴｋ＋ｊ－１）ａｋ＋ｊ－δｖ， （４）
其中，‖δｖ‖２≤（ｍ（ｋ＋ｊ－１）１?２＋ｋ３?２＋（ｊ－１）３?２＋１）‖ａｋ＋ｊ‖２εｍ＋Ｏ（ε２ｍ）．

对比（２）和（４）式，易证对于第一次正交化，当 ｎｂ≥２时，算法１产生的误差的上界小于 ＣＧＳＲ产生
的误差的上界．算法１和ＣＧＳＲ计算重正交的方式相同，如果将算法１中重正交的次数限制为一次，那
么类似定理１可以证明算法 １计算非严重病态矩阵 Ａ的 ＱＲ分解，得到的矩阵 Ｑ满足（３）式，其中
ｃ１，ｃ２是与 ｍ，ｎ和ｎｂ相关的常数．

３ 数值试验

分别应用ＣＧＳＲ，Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ变换［７］和算法１计算３个测试矩阵的 ＱＲ分解，然后报告试验结果．我
们用‖Ｉ－ＱＴＱ‖２表示矩阵 Ｑ的正交性的损失程度．所有试验用Ｍａｔｌａｂ实现，其中单位舍入误差εｍ≈
２２２ｅ－１６．前２个测试矩阵经常被用于检验正交化算法［３，１０，１２，１３］．第１个测试矩阵是一个５０阶的 Ｈｉｌｂｅｒｔ
矩阵［３］，通过Ｍａｔｌａｂ函数ｃｏｎｄ计算，其条件数为１４６ｅ＋２１．第２个测试矩阵是一个２０１×２００的 Ｌａｕｃｈｌｉ
矩阵［４，１０，１３］，由如下Ｍａｔｌａｂ语句生成：

Ａ＝［ｏｎｅｓ（１，２００）；ｅｙｅ（２００）１ｅ－１６］，
其条件数为１４１ｅ＋１７，由Ｍａｔｌａｂ函数ｃｏｎｄ计算得到．因为第１和第２个矩阵几乎是数值奇异的，所以
ＣＧＳＲ和算法１均需要对矩阵中的每个向量计算２次重正交．我们采用Ｓｍｏｋｔｕｎｏｗｉｃｚ的方法［１３］构造ｇｌｕｅｄ
矩阵做为第３个测试矩阵，其阶数为５００，通过Ｍａｔｌａｂ函数ｃｏｎｄ计算其条件数为４０５ｅ＋１０．对于第３个
测试矩阵，算法１和ＣＧＳＲ只需要１次重正交．试验结果见表１～表３．

表１ 不同正交化算法计算Ｈｉｌｂｅｒｔ矩阵的ＱＲ分解，对比 Ｑ的正交损失‖Ｉ－ＱＴＱ‖２

（１ｅ－１６）

Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ １４８

ＣＧＳＲ ７１６

算法１
分块 ２ ４ ６ ８ １０ １２ １６ ２０

‖Ｉ－ＱＴＱ‖２ ６５０ ７２０ ５３２ ６３６ ６３３ ５５０ ５８３ ６６６

表２ 不同正交化算法计算Ｌａｕｃｈｌｉ矩阵的ＱＲ分解，对比 Ｑ的正交损失‖Ｉ－ＱＴＱ‖２

（１ｅ－１６）

Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ ２９９

ＣＧＳＲ ４７７

算法１
分块 ８ １２ １６ ３２ ４８ ６４ ８０ ９６

‖Ｉ－ＱＴＱ‖２ ４８１ ４８２ ４８０ ４７３ ４７４ ４７３ ４７８ ４７３

７２２第２期 赵 韬，姜金荣：分块ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化算法及其应用



表３ 不同正交化算法计算ｇｌｕｅｄ矩阵的ＱＲ分解，对比 Ｑ的正交损失‖Ｉ－ＱＴＱ‖２

（１ｅ－１５）

Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ ３３５

ＣＧＳＲ ２７４

算法１
分块 １６ ３２ ６４ ９６ １２８ １６０ １９２ ２２４

‖Ｉ－ＱＴＱ‖２ １９６ １９４ ２２８ ２１１ ２１０ ２４８ ２２１ ２２３

表１～表３说明算法１和ＣＧＳＲ比Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ变换能产生正交损失更小的矩阵 Ｑ．对于近似数值奇
异的矩阵，算法１和ＣＧＳＲ通过２次重正交产生的矩阵 Ｑ的正交损失比Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ变换产生矩阵 Ｑ的
正交损失低；而对于一般矩阵，算法１和ＣＧＳＲ只需要１次重正交即可使得矩阵 Ｑ的正交性达到机器精
度．试验结果表明，通过选择适当的分块大小，算法１产生矩阵的正交损失最小．

４ 基于ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ正交化过程的Ａｒｎｏｌｄｉ算法
我们将算法１应用到求解矩阵特征值问题的精化 Ａｒｎｏｌｄｉ算法［１４］得到分块精化 Ａｒｎｏｌｄｉ算法［１５］．假

设每个分块由 ｒ个向量构成，分块Ａｒｎｏｌｄｉ算法以矩阵形式表示为
ＡＵｍ ＝ＵｍＨｍ ＋Ｖｍ＋１ｈｍ＋１，ｍＥＨｍ，

其中，Ａ∈Ｒｎ×ｎ，Ｕｍ是ｎ×ｍｒ的正交矩阵，Ｖｍ＋１是 ｎ×ｒ的正交矩阵，Ｈｍ是ｍｒ阶块上 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵，

比上Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵多 ｒ－１条下对角线，ｈｍ＋１，ｍ是ｒ阶上三角矩阵，矩阵 Ｅｍ的前（ｍ－１）ｒ行是零矩

阵，其最后 ｒ行是ｒ阶单位矩阵．
在［０，１］×［０，１］区域上，考虑边界条件 ｕ（ｘ，ｙ）＝０的对流扩散方程［８］

－Δｕ（ｘ，ｙ）＋ρｕｘ＝τｕ（ｘ，ｙ），

取ρ＝１，通过中心差分，我们得到一个 １２２５×１２２５块三对角矩阵 Ａ＝ｔｒｉ（－Ｉ，Ｂ３５，－Ｉ），其中，Ｂ３５＝

ｔｒｉ（－７３?７２，４，－７１?７２），Ｉ是３５阶单位矩阵．我们分别应用分块精化 Ａｒｎｏｌｄｉ算法和精化 Ａｒｎｏｌｄｉ算法
计算矩阵 Ａ的依实部最大的前 ｎｕｍ个特征值λｉ及其对应的特征向量φｉ．设停止迭代的条件为

‖Ａφｉ－λｉφｉ‖２＜１ｅ－７．分块精化 Ａｒｎｏｌｄｉ算法的初始矩阵和精化 Ａｒｎｏｌｄｉ算法的初始向量均依平均分

布随机产生．所有算法均用Ｃ语言实现，并在 ＤｅｌｌＯｐｔｉＰｌｅｘＧＸ１１０上进行测试．表４给出试验结果，其中
ｉｔ表示迭代次数，ｔｉｍｅ表示一次迭代的平均时间，ｓｐ表示加速比，其定义如下：
ｓｐ＝精化Ａｒｎｏｌｄｉ算法一次迭代的平均时间?分块Ａｒｎｏｌｄｉ算法一次迭代的平均时间．
对于分块精化Ａｒｎｏｌｄｉ算法，我们令 ｒ＝ｎｕｍ．

表４ 分块精化Ａｒｎｏｌｄｉ算法和精化Ａｒｎｏｌｄｉ算法计算矩阵特征值

分块Ａｒｎｏｌｄｉ算法 Ａｒｎｏｌｄｉ算法

Ｎｕｍ ｓｐ ｍ ｉｔ ｔｉｍｅ／ｓ ｍ ｉｔ ｔｉｍｅ／ｓ

４ ２３２６ ２２ ８ １７８５ ８８ ３０ ４１５２

６ ２４９４ ２０ ９ ２４１７ １２０ ４３ ６０２８

８ ２３８９ １８ １５ ３１１５ １４４ ２００ ７４４１

１０ ２２３５ １６ １７ ４２１９ １６０ ３２８ ９４２９

从表４可以看出，对于不同的分块尺寸，分块精化 Ａｒｎｏｌｄｉ算法的迭代次数和平均一次迭代时间均
显著小于精化Ａｒｎｏｌｄｉ算法．当分块 ｒ＝６时加速比达到最大，随着分块增大，加速比降低．这是因为 ｒ＝
ｎｕｍ，分块增大使得矩阵 Ｈｍ的阶数增大并且需要求解更多的精化向量

［１４，１５］，从而增加了求解精化向量

的计算量，这部分增加的计算量部分抵消了因为增大分块使性能得到的提高．

８２２ 中国科学院研究生院学报 第２６卷



５ 结论

本文提出一种新的分块ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ算法计算矩阵ＱＲ分解．误差分析表明新算法通过重正交保证
矩阵 Ｑ的正交性达到机器精度．数值试验表明，新算法计算得到的矩阵 Ｑ的正交性达到机器精度，并
且如果选择适当的分块，由新算法产生矩阵 Ｑ的正交损失小于由ＣＧＳＲ和Ｈｏｕｓｅｈｏｌｄｅｒ算法产生矩阵 Ｑ
的正交损失．通过利用矩阵 －矩阵运算，新算法提高了性能．将新算法应用到求解矩阵特征值的精化
Ａｒｎｏｌｄｉ算法，试验结果表明新算法比ＣＧＳＲ算法在性能方面有了显著提高．
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