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Ｌｉｕ Ｒ Ｌꎬ Ｙａｎｇ Ｊ Ｋꎬ Ｘｉｏｎｇ Ｓ Ｆ. Ａｖｅｒａｇｉｎｇ￣ｂａｓｅｄ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ ２０１５ꎬ３２(３):２８９￣２９４.

摘　 要 　 考察带有随机干扰线性系统的随机逼近问题. 基于 Ｐｏｌｙａｋ 和 Ｊｕｄｉｔｓｋｙ( ＳＩＡＭ Ｊ.
Ｃｏｎｔｒｏｌ ＆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ １９９２ꎬ ３０:８３８￣８５５)中的平均化加速算法ꎬ提出平均化的截尾算法. 证

明该算法下随机逼近序列的强相合性和渐近正态性.
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ＬＩＵ Ｒｅｎｌｏｎｇ１ꎬ ＹＡＮＧ Ｊｉａｎｋｕｉ１ꎬ ＸＩＯＮＧ Ｓｈｉｆｅｎｇ２

(１ Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｐｏｓｔｓ ａｎｄ Ｔｅｌｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓꎬ Ｂｅｉｊｎｇ １００８７６ꎬ Ｃｈｉｎａꎻ
２ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ Ｂｅｉｊｉｎｇ １００１９０ꎬ Ｃｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ 　 Ｉｎ ｔｈｉｓ ｗｏｒｋ ｔｈｅ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｐｅｒｔｕｒｂｅｄ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗａｓ
ｅｘａｍｉｎｅｄ. Ｉｎｓｐｉｒｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ａｖｅｒａｇｉｎｇ￣ｂａｓｅｄ ａｃｃｅｌｅｒａｔｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｏｆ Ｐｏｌｙａｋ ａｎｄ Ｊｕｄｉｔｓｋｙ(ＳＩＡＭ Ｊ.
Ｃｏｎｔｒｏｌ ＆ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ１９９２ꎬ３０:８３８￣８５５)ꎬ ｗｅ ｐｒｏｐｏｓｅ ａｎ ａｖｅｒａｇｉｎｇ￣ｂａｓｅｄ ｔｒｕｎｃａｔｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ.
Ｔｈｅ ａｌｍｏｓｔ ｓｕｒｅ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ａｎｄ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｎｏｒｍａｌｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｉｓ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｒｅ
ｐｒｏｖｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｎｏｒｍａｌｉｔｙꎻ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍꎻ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ

　 　 随机逼近是一种用逐步逼近的方式估计参数

的数理统计方法. 随机逼近算法源于文献[１]ꎬ
后来有了大量的研究ꎬ 并被广泛应用于数理统

计、随机优化、自适应控制等各领域[２￣８] . 随机逼

近理论研究的核心问题是其收敛性. 在事先掌握

一定先验信息的条件下ꎬ 随机逼近序列可以达到

理论上的最优收敛速度. Ｐｏｌｙａｋ[９]和 Ｒｕｐｐｅｒｔ[１０]

采用平均化方法ꎬ 在不需要先验信息的条件下得

到具有最优收敛速度的随机逼近算法. Ｐｏｌｙａｋ 和

Ｊｕｄｉｔｓｋｙ[１１]对该算法进行深入研究ꎬ 证明对线性

或非线性系统ꎬ 平均化的随机逼近序列不仅具有

强相合性ꎬ 而且可以达到理论上的最优收敛速

度.在实际计算中ꎬ 由于初值选取、随机误差和异

常值等因素的影响ꎬ 随机逼近序列可能极大地偏

离真值的可行区域ꎬ 甚至有时会超出计算机的处

理范围. 在这种情况下ꎬ 对序列进行截尾是一种



中国科学院大学学报 第 ３２ 卷

自然的处理方法[１２] . 本文针对线性系统ꎬ 对文献

[１１]中的算法进行截尾改进. 得到了对应于文献

[１１]中的收敛结果.
记号和说明:
ｘ∗ —方程 Ａｘ ＝ ｂ 的解ꎻ
ξｔ —随机误差序列ꎻ
ｘｔ —随机逼近序列ꎻ
γｔ —迭代的步长ꎻ
Ｉ(Ａ) —指集合 Ａ 的示性函数.

１　 假设及结论

对于线性方程组 Ａｘ ＝ ｂ ꎬ 设其解为 ｘ∗ ꎬ 其

中 ｂϵ ＲＮ ꎬ Ａϵ ＲＮ×Ｎ ꎬ ｘϵ ＲＮ ꎬ序列 (ｙｔ ) ｔ≥１ 是可以观

测到的ꎬ 此处 ｙｔ 满足

ｙｔ ＝ Ａ ｘｔ －１ － ｂ ＋ ξｔꎬ (１)
其中ꎬ Ａ ｘｔ －１ － ｂ 可以理解为预测残差ꎬ ξｔ 是一个

随机变量. 为了获得方程的解 ｘ∗ 的估计ꎬ给出以

下算法:

ｘｔ＋１ ＝
ｘｔ － γｔ＋１ ｙｔ＋１ꎬ‖ ｘｔ － γｔ＋１ ｙｔ＋１‖≤Ｍσｔ

ꎬ

Ｍ
ｘｔ － γｔ＋１ ｙｔ＋１

‖ ｘｔ － γｔ＋１ ｙｔ＋１‖
ꎬ‖ ｘｔ － γｔ＋１ ｙｔ＋１‖ > Ｍσｔ

ꎬ{
(２)

(ｘ－ ｔ) ＝ １ｔ∑
ｔ －１

ｉ ＝ ０
ｘｉꎬ

σｔ ＝ ∑
ｔ －１

ｉ ＝ ０
Ｉ[‖ｘｉ－γｉ＋１ｙｉ＋１‖ > Ｍσｉ]

ꎬσ０ ＝ ０.

其中ꎬ Ｍ 为一常数ꎬ Ｍｔ 是一个单调趋于无穷的正

实数序列. (２)式可以改写为

ｘｔ ＝ ｚｔ Ｉ(‖ｚｔ‖≤Ｍσｔ)
＋ Ｍ

ｚｔ
‖ ｚｔ‖

Ｉ(‖ｚｔ‖ > Ｍσｔ)
ꎬ (３)

其中

ｚｔ ＝ ｘｔ －１ － γｔ ｙｔ .
若要估计出 ｘ∗ ꎬ 需要对 γｔ 与 ξｔ 进行一系列的假

设如下:
假设 １􀆰 １　 Ａ 是一个 Ｈｕｒｗｉｔｚ矩阵ꎬｉ. ｅ. ꎬＲｅ λ ｉ(Ａ)
> ０(此处λ ｉ(Ａ)是 Ａ 的特征值).
假设 １􀆰 ２　 系数(或称步长) γｔ 满足 γｔ➝０ 且

γｔ －１ － γｔ

γｔ
＝ ｏ(γｔ)ꎬ∑

¥

ｔ ＝ ０
γ２ｔ < ¥ꎬ∑

¥

ｔ ＝ ０
γｔ ＝ ¥.

(４)
注记 １􀆰 １　 上式要求步长随着迭代次数的增加ꎬ
减速不能过快以免跳过最优点.

假设概率空间为 (ΩꎬＦꎬＦ ｔꎬＰ)ꎬ设ξ ｔ 是一个

随机变量ꎬ 并关于 Ｆ ｔ 适应.
假设 １􀆰 ３ 　 ξ ｔ 是一个鞅差过程 ꎬ 并且 ξ ｔ 相互独

立ꎬ ｉ. ｅ. ꎬ Ｅ(ξ ｔ ｜ Ｆ ｔ －１) ＝ ０ ꎬ ｓｕｐ
ｔ
Ｅ( ｜ ξ ｔ ｜ ２ ｜ Ｆ ｔ －１)

< ¥(ａ. ｓ. ) .
ａ)下列极限存在:

ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｅ(ξ ｔ ξＴｔ ｜ Ｆ ｔ －１)
Ｐ
􀪅􀪅 Ｓ > ０.

其中 ξ ｔ 是一个列向量ꎬ Ｓ > ０ 表示 Ｓ 是对称并且

正定的.
ｂ)极限存在假设:

ｌｉｍ
Ｃ→¥
ｌｉｍ
ｔ→¥

Ｅ( ｜ ξ ｔ ｜ ２ Ｉ( ｜ ξ ｔ ｜ > Ｃ) ｜ Ｆ ｔ －１)
Ｐ
􀪅􀪅０.

下面引入欧氏空间中 ２ 个集合之间的距离:
ｄ(Ｓ１ꎬＳ２) ＝ ｉｎｆ{‖ｘ － ｙ‖:∀ｘ∈ Ｓ１ꎬｙ∈ Ｓ２} .
假设 １􀆰 ４　 ａ) 存在二次连续可微函数 ｖ(ｘ)(不一

定非负)ꎬ记 ｖｘ(ｘ) 为 ｖ(ｘ) 的梯度函数ꎬｈ(. )为
ＲＮ→ＲＮ 的 Ｂｏｒｅｌ可测函数ꎬ在有界集上有界ꎬ ｘ∈
Ｊ 时ꎬ ｈ(ｘ) ＝ ０ ꎬ 则对于 ＲＮ➝Ｒ ꎬ ∀△ > δ > ０ꎬ
都有:

ｓｕｐ
△ > ｄ(ｘꎬＪ) > δ

ｈＴ(ｘ) ｖｘ(ｘ) < ０.

ｂ)ｖ(Ｊ)等于常数 或者 对于任意的 ｘꎬ 只要

ｄ(ｘꎬＪ) > ０ ꎬ 都有 ｄ(ｖ(ｘ)ꎬｖ(Ｊ)) > ０ . 其中

ｖ(Ｊ) ＝ {ｙ:ｙ ＝ ｖ(ｘ)ꎬ∀ｘϵＪ} .
ｃ) ｘ★ 为 ＲＮ 中ꎬ原点为圆心且半径为 Ｍ 的球

上 某 一 点ꎬ 设 存 在 常 数 ｃ０ 使 ｖ( ｘ★) <
ｉｎｆ

‖ｘ‖ ＝ ｃ０
ｖ(ｘ) ꎬ 同时‖ｘ★‖ < ｃ０ ꎬ并且满足

(ｖ(Ｊ) ) ｃ ∩ ｖ(ｘ★)ꎬ ｉｎｆ
‖ｘ‖ ＝ ｃ０

ｖ(ｘ)( )≠⌀.

假设 １􀆰 ５　 记

ｍ(ｋꎬＴ) ＝ ｍａｘ{ｍ:∑
ｍ

ｉ ＝ ｋ
γｉ ≤ Ｔ} .

对于算法(２)中的收敛子列 ｘｎｋ
{ } ꎬ

ｌｉｍ
Ｔ→０
ｌｉｍ
ｋ→¥
ｓｕｐ １Ｔ‖∑

ｍ(ｎｋꎬＴｋ)

ｉ ＝ ｎｉ

γｉ ξｉ＋１‖ ＝ ０ꎬ∀ Ｔｋ ∈[０ꎬＴ].

注记 １􀆰 ２　 假设 １􀆰 ４、１􀆰 ５ 借用了文献[１２]中定理

３. １. １ 的条件ꎬ在后文中证明截尾序列的有界性

会用到. ａ)、ｂ)、ｃ)中 ｖ(ｘ)是存在的ꎬ例如当 Ｎ ＝
２ 时ꎬ ｘ ＝ [ｘ１ꎬｘ２ ] Ｔ ꎬ令 ｈ(ｘ) ＝ － ｘꎬ ｖ(ｘ１ꎬｘ２) ＝
１
２ (ｘ

２
１ ＋ ｘ２２) 就满足上述条件ꎬ读者可自行验证ꎮ

如上假设具有一定的合理性ꎬ 有兴趣的读者

可以参考文献[１１￣１３]. 本文沿用文献[１３]中扩

展截尾随机逼近算法的思路及其假设ꎬ 不同之处

在于本文主要研究截尾后通项算数平均的算法.

０９２
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定理 １􀆰 １　 假设 １. １—１. ５ 满足ꎬ则有

ｔ(ｘｔ － ｘ∗)
Ｄ
→ Ｎ(０ꎬＶ) .

其中ꎬ Ｖ ＝ Ａ －１Ｓ(Ａ －１ ) Ｔ ꎬ 具体证明过程请参见第

２ 部分定理 １. １ 的证明.
注记 １􀆰 ３　 定理 １. １ 说明对 ｘｔ 进行截尾之后的算

术平均仍保持文献[１１]中结论成立.
定理 １􀆰 ２　 假设 １. １—１. ５ 满足则有:

ｘｔ － ｘ∗
ａ. ｓ.
→０.

具体证明请参见第 ２ 部分定理 １. ２ 的证明.

２　 定理的证明

定理 １. １ 的证明

记 Δ ｔ ＝ ｘｔ － ｘ∗ꎬΔ ｔ ＝
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
Δ ｊ

ｔ ꎬ 则 ｔ(ｘｔ － ｘ∗)

＝ ｔ Δ ｔ ꎬ 那么有如下结论:
引理 ２􀆰 １

ｔ Δ ｔ ＝ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∏

ｊ

ｉ ＝ １
ｄｉ Δ０ ＋

１
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
ｄｉ ｆ ｊ ＋

１
ｔ
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０
ｆｋ . (５)

其中

ａｔ ＝ Ｉ(‖ｚｔ‖≤Ｍσｔ)
ꎬ

ｂｔ ＝ Ｉ(‖ｚｔ‖ > Ｍσｔ)
ꎬ

ｄｔ ＝ ( Ｉ － γｔＡ) ａｔꎬ

ｆｔ ＝ (Ｍ
ｚｔ

‖ ｚｔ‖
－ ｘ∗) ｂｔ － γｔ ξｔ ａｔ .

证明　 由(１)、(３)可推出:
ｘｔ ＝ (ｘｔ －１ － γｔ(Ａ ｘｔ －１ － ｂ ＋ ξ ｔ)) Ｉ(‖ｚｔ‖≤Ｍσｔ)

＋

Ｍ
ｚｔ

‖ ｚｔ‖
Ｉ(‖ｚｔ‖ > Ｍσｔ)

ꎬ (６)

两边同时减去 ｘ∗ 可以得到

Δ ｔ ＝ Δ ｔ －１ ｄｔ － ｃｔ ＋ ｈｔꎬ (７)
其中

ａｔ ＝ Ｉ(‖ｚｔ‖≤Ｍσｔ)
ꎬ

ｂｔ ＝ Ｉ(‖ｚｔ‖ > Ｍσｔ)
ꎬ

ｄｔ ＝ ( Ｉ － γｔＡ) ａｔꎬ
ｃｔ ＝ γｔ ξ ｔ ａｔꎬ

ｈｔ ＝ (Ｍ
ｚｔ

‖ ｚｔ‖
－ ｘ∗) ｂｔꎬ

ｆｔ ＝ ｈｔ － ｃｔ .
式(７)通过一些迭代可以获得如下等式:

ｔ Δｔ ＝ １
ｔ
∑
ｔ－１

ｊ ＝０
∏

ｊ

ｉ ＝１
ｄｉ Δ０ ＋

１
ｔ
∑
ｔ－１

ｋ ＝０
∑
ｋ－１

ｊ ＝１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
ｄｉ ｆｊ ＋

１
ｔ
∑
ｔ－１

ｋ ＝１
ｆｋꎬ

(８)

ｔ Δｔ ＝ １
ｔ
∑
ｔ－１

ｊ ＝０
∏

ｊ

ｉ ＝１
ｄｉ Δ０ ＋

１
ｔ
∑
ｔ－１

ｊ ＝０
∑
ｔ－１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
ｄｉ ｆｊ ＋

１
ｔ
∑
ｔ－１

ｋ ＝０
ｆｋ .

(９)
□

进一步整理式(９):

ｔ Δ ｔ ＝ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∏

ｊ

ｉ ＝ １
ｄｉ Δ０ ＋

１
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) ａｉ ｈ ｊ －

１
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
ｄｉ γ ｊ ξ ｊ ａ ｊ ＋

１
ｔ
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０
ｈｋ － １

ｔ
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０
γｋ ξｋ ａｋ

＝ Ｉ(１) ＋ Ｉ(２) ＋ Ｉ(３) ＋ Ｉ(４) ＋ Ｉ(５) . (１０)
下面考察 Ｉ(ｋ)(ｋ ＝ １ꎬ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５) .
第 １ 步　 对于 Ｉ(１) ꎬ

‖ Ｉ(１)‖ ＝ ‖ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∏

ｊ

ｉ ＝ １
ｄｉ Δ０‖

＝ ‖ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∏

ｊ

ｉ ＝ １
( Ｉ － γｉＡ) ａｉ Δ０‖

≤‖ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∏

ｊ

ｉ ＝ １
( Ｉ － γｉＡ) Δ０‖.

定义 αｔ
ｊ ＝ γ ｊ∑

ｔ －１

ｋ ＝ ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) 且 αｔ ＝ αｔ

０ .

则 ‖ Ｉ(１)‖ ＝ １
ｔ γ０
‖ αｔ Δ０‖ . 参考文献

[１１]中引理 ２ꎬ 在假设 １. ２ 成立ꎬ 且 Ｒｅ λ ｉ(Ａ) >
０( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬＮ) 的情况下ꎬ ‖ αｔ

ｊ‖ 有界ꎬ 所以

有 ｜ Ｉ(１) ｜ ＝ １
ｔ γ０
‖ αｔ Δ０‖→０ (值收敛).

第 ２ 步 　 在考察 Ｉ(２) 之前ꎬ需要引入引理

２. ２.
引理 ２􀆰 ２　 在假设 １􀆰 ４、１􀆰 ５ 满足的条件下ꎬ

ｌｉｍ
ｎ→¥

σｎ ＝ σ < ¥.

证明　 具体证明可参考文献[１２](４３ － ４６ 页中关

于定理 ３. １. １ 的证明).
注记 ２􀆰 １ 　 此引理说明虽然 σｔ 不断增大ꎬ 但有

界ꎬ 这说明在迭代过程中ꎬ (‖ ｚｔ‖ > Ｍσｔ
) 事件

发生有限次.
现考察 Ｉ(２) .

１９２
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Ｉ(２) ＝ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) ａｉ ｈ ｊ

＝ １
ｔ
∑
ｔ－１

ｊ ＝０
∑
ｔ－１

ｋ ＝ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
(Ｉ － γｉＡ) ａｉ(Ｍ

ｚｊ
‖ ｚｊ‖

－ ｘ∗) ｂｊ

＝ １
ｔ
∑
ｔ－１

ｊ ＝０
(Ｍ

ｚｊ
‖ ｚｊ‖

－ ｘ∗) ｂｊ∑
ｔ－１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
(Ｉ － γｉＡ) ａｉ .

(１１)
对于 (‖ ｚｔ‖ > Ｍσｔ

) 事件发生有限次ꎬ 不妨

设 ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂＬ 等于 １ꎬ ｂｉ( ｉ ＝ Ｌ ＋ １ꎬＬ ＋ ２ꎬ􀆺ꎬｔ －
１) 等于 ０.

‖Ｉ(２)‖ ＝‖１
ｔ
∑

Ｌ

ｊ ＝１
(Ｍ

ｚｊ
‖ｚｊ‖

－ｘ∗)ｂｊ∑
ｔ－１

ｋ ＝ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ｊ＋１
(Ｉ －γｉＡ)ａｉ‖

≤ １
ｔ
∑

Ｌ

ｊ ＝１
‖(Ｍ

ｚｊ
‖ ｚｊ‖

－ｘ∗)∑
ｔ－１

ｋ ＝ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ｊ＋１
(Ｉ －γｉＡ)ａｉ‖

＝ １
ｔ
∑

Ｌ

ｊ ＝ １
‖(Ｍ

ｚ ｊ
‖ ｚ ｊ‖

－ ｘ∗)
αｔ

ｊ

γ ｊ
‖

＝ １
ｔ
∑

Ｌ

ｊ ＝ １
‖(Ｍ

ｚ ｊ
‖ ｚ ｊ‖

－ ｘ∗)‖‖
αｔ

ｊ

γ ｊ
‖.

(１２)
因为 γ ｊꎬαｔ

ｊ 有界ꎬ 且 Ｌ 是一常数ꎬ 所以 Ｉ(２) →
０ (值收敛).

第 ３ 步　 考察 Ｉ(４)

Ｉ(４) ＝ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０
ｈｋ ＝ １

ｔ
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０
(Ｍ

ｚｋ
‖ ｚｋ‖

－ ｘ∗) ｂｋ .

类似于 Ｉ(２) ꎬ Ｉ(４) →０.
第 ４ 步　 考察 Ｉ(５)

Ｅ ｜ Ｉ(５) ｜ ２ ＝ Ｅ ｜ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ０
γｋ ξｋ ａｋ ｜ ２ ≤

Ｅ ｜ １
ｔ
∑

ｔ

ｋ ＝ １
γｋ ξｋ ｜ ２ . (１３)

根据假设 １􀆰 ３ꎬ ｓｕｐ
ｔ
Ｅ( ｜ ξｔ ｜ ２ ｜ Ｆ ｔ －１) < ¥(ａ. ｓ. )ꎬ

所以存在 Ｋ > ０使得 Ｅ‖ Ｉ(５) ‖２ ≤ Ｋ
ｔ∑

ｔ

ｋ ＝ １
γ２ｋ ꎬ而

根据假设 １. ２∑
¥

ｋ ＝ １
γ２ｋ < ¥ꎬ 所以 Ｋ

ｔ∑
ｔ

ｋ ＝ １
γ２ｋ→０( ｔ→

¥) ꎬ
所以 Ｉ(５) →０ (均方收敛).
第 ５ 步　 对于 Ｉ(３) 需要如下引理:

引理 ２􀆰 ３　 记 Ｐ ｔ
ｊ ＝ γ ｊ∑

ｔ －１

ｋ ＝ ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) ａｉ ꎬ

ｍｔ
ｊ ＝ Ｐ ｔ

ｊ － Ａ －１ ꎬ 存在 Ｋ１ < ¥ꎬ Ｋ２ < ¥使得

１
ｔ∑

ｔ －１

ｊ ＝ ０
‖ ｍｔ

ｊ‖→０ꎬ‖ Ｐ ｔ
ｊ‖≤ Ｋ１ꎬ‖ ｍｔ

ｊ‖≤ Ｋ２ .

证明　 令 ωｔ
ｊ ＝ αｔ

ｊ － Ａ －１ ꎬ 由 (‖ ｚｔ‖ > Ｍσｔ
) 只发

生有限次ꎬ 不妨设 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａＬ 为 ０ꎬ ａｋ ＝ １(ｋ ＝
Ｌ ＋ １ꎬＬ ＋ ２ꎬ􀆺ꎬｔ － １) ꎬ 根据文献[１１]中引理 ２ꎬ
‖ αｔ

ｊ‖ 有界ꎬ 易知 ‖ Ｐ ｔ
ｊ‖ ≤ ‖ αｔ

ｊ‖ ꎬ 所以

‖ Ｐ ｔ
ｊ‖有界ꎬ 即存在 Ｋ１ < ¥使得

‖ Ｐ ｔ
ｊ‖≤ Ｋ１ .

由 ｍｔ
ｊ ＝ Ｐ ｔ

ｊ － Ａ －１ ꎬ 则易知‖ ｍｔ
ｊ‖≤‖ Ｐ ｔ

ｊ‖
＋ ‖ Ａ －１‖ ꎬ 所以 ‖ ｍｔ

ｊ‖ 也有界ꎬ 故存在 Ｋ２
使得

‖ ｍｔ
ｊ‖≤ Ｋ２ .

下证∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
‖ ｍｔ

ｊ‖→０ ꎬ 有

∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
ｍｔ

ｊ ＝ ∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
(Ｐ ｔ

ｊ － Ａ －１)

＝ ∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
(γ ｊ∑

ｔ －１

ｋ ＝ ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) ａｉ － Ａ －１)

＝ ∑
Ｌ

ｊ ＝ ０
(γ ｊ∑

ｔ －１

ｋ ＝ ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) ａｉ － Ａ －１) ＋

∑
ｔ －１

ｊ ＝ Ｌ＋１
(γ ｊ∑

ｔ －１

ｋ ＝ ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) ａｉ － Ａ －１)

＝ －∑
Ｌ

ｊ ＝０
Ａ－１ ＋∑

ｔ－１

ｊ ＝Ｌ＋１
(γｊ∑

ｔ－１

ｋ ＝ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
(Ｉ －γｉＡ) －Ａ－１).

(１４)
而

∑
ｔ －１

ｊ ＝ Ｌ＋１
(γ ｊ∑

ｔ －１

ｋ ＝ ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) － Ａ －１)

＝ ∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
(γ ｊ∑

ｔ －１

ｋ ＝ ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) － Ａ －１) －

∑
Ｌ

ｊ ＝ １
(γ ｊ∑

ｔ －１

ｋ ＝ ｊ
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｋＡ) － Ａ －１)

＝ ∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
ωｔ

ｊ －∑
Ｌ

ｊ ＝ １
(αｔ

ｊ － Ａ －１) . 　 　 　 (１５)

所以有

１
ｔ∑

ｔ －１

ｊ ＝ ０
‖ ｍｔ

ｊ‖≤
１
ｔ∑

ｔ －１

ｊ ＝ １
‖ ωｔ

ｊ‖ ＋

１
ｔ∑

Ｌ

ｊ ＝ １
‖(αｔ

ｊ － Ａ －１)‖ ＋ １ｔ∑
Ｌ

ｊ ＝ ０
‖ Ａ －１‖.

(１６)

根据文献[１１](８４６)ꎬ ｌｉｍ
ｔ→¥

１
ｔ∑

ｔ －１

ｊ ＝ ０
‖ ωｔ

ｊ‖ ＝ ０. 而

αｔ
ｊ － Ａ －１ 有界ꎬ 所以

１
ｔ∑

ｔ －１

ｊ ＝ ０
‖ ｍｔ

ｊ‖→０.

□

２９２
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对于 Ｉ(３) ꎬ有

Ｉ(３) ＝ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
ｄｉ γ ｊ ξ ｊ ａ ｊꎬ

因此

‖ Ｉ(３)‖ ＝ ‖ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
ｄｉ γ ｊ ξ ｊ ａ ｊ‖

＝ ‖ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
∑
ｔ －１

ｋ ＝ ｊ＋１
∏

ｋ

ｉ ＝ ｊ＋１
( Ｉ － γｉＡ) ａｉ γ ｊ ξ ｊ ａ ｊ‖

＝ ‖ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
(ｍｔ

ｊ ＋ Ａ －１) ξ ｊ ａ ｊ‖

≤‖ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
ｍｔ

ｊ ξ ｊ ａ ｊ‖ ＋ ‖ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
Ａ －１ ξ ｊ ａ ｊ‖.

(１７)

对于 １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
ｍｔ

ｊ ξ ｊ ａ ｊ ꎬ

Ｅ ｜ １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
ｍｔ

ｊ ξ ｊ ａ ｊ ｜ ２

≤ Ｋ
ｔ∑

ｔ －１

ｊ ＝ １
‖ ｍｔ

ｊ ‖２ ≤
Ｋ Ｋ２
ｔ ∑

ｔ －１

ｊ ＝ １
‖ ｍｔ

ｊ‖→０.

对于 １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
Ａ －１ ξ ｊ ａ ｊ ꎬ因为 (‖ ｚｔ‖ > Ｍσｔ

) 只

发生有限次ꎬ 不妨设 ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａＬ 为 ０ꎬ ａｋ ＝ １(ｋ
＝ Ｌ ＋ １ꎬＬ ＋ ２ꎬ􀆺ꎬｔ － １) 则

１
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
Ａ －１ ξ ｊ ａ ｊ ＝ １

ｔ
∑

Ｌ

ｊ ＝ １
Ａ －１ ξ ｊ ａ ｊ ＋

１
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ Ｌ＋１
Ａ －１ ξ ｊ ａ ｊ .

易得

１
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １
Ａ －１ ξ ｊ ａ ｊ ＝ １

ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ Ｌ＋１
Ａ －１ ξ ｊ .

根据文献[１４] 中定理 ５. ５. １１ꎬ 存在一个足

够大的常数 Ｃ ꎬ Ｋ３ 有:

ｌｉｍ
ｔ→¥

１
ｔ ∑

ｔ －１

ｊ ＝ Ｌ＋１
Ｅ( ｜ Ａ －１ ξ ｊ ｜ ２ Ｉ( ｜ Ａ －１ ξ ｊ ｜ > Ｃ) ｜ Ｆ ｊ －１) ≤

Ｋ２３ ｌｉｍｔ→¥

１
ｔ ∑

ｔ －１

ｊ ＝ Ｌ＋１
Ｅ( ｜ ξ ｊ ｜ ２ Ｉ( ｜ ξ ｊ ｜ > Ｃ Ｋ －１

３ ) ｜ Ｆ ｊ －１)

＝ φ(Ｃ) .
根据假设 １􀆰 ３(ｂ)当 Ｃ→¥时ꎬ φ(Ｃ) →０ ꎬ因

此满足林德伯格条件ꎬ 根据中心极限定理 １
ｔ
∑
ｔ －１

ｊ ＝ １

Ａ －１ ξ ｊ ａ ｊ 依分布收敛到一个正态的随机变量. 因

为分解式(１０)中其他几部分收敛到零(值收敛或

均方收敛)ꎬ 所以 ｔ(ｘｔ － ｘ∗) 依分布收敛到一个

正态的随机变量. 根据假设 １. ３(ａ)ꎬ 可以得到

１
ｔ∑

ｔ －１

ｊ ＝ １
Ａ －１Ｅ(ξ ｊ ξＴｊ ｜ Ｆ ｊ －１)(Ａ －１ ) Ｔ ａ２ｊ

Ｐ
→ Ｖ.

综上所述:

ｔ(ｘｔ － ｘ∗)
Ｄ
→ Ｎ(０ꎬＶ) .

定理 １. ２ 的证明

证明　 利用分解式(１０)可以很容易证明 Ｉ(１)

ｔ
→

０( ｔ→ ¥) ꎬ Ｉ
(２)

ｔ
→０( ｔ→ ¥) ꎬ Ｉ

(４)

ｔ
→０( ｔ→ ¥) ꎬ

易知 Ｉ(３) 的结构和 Ｉ(５) 相似ꎬ 不失一般性只证 Ｉ(５)

→０(ａ. ｓ. ) . 对于 Ｉ(５) 令 Ｗ ｊ ＝ γ ｊ ａ ｊ .
定义随机序列 (ξｔ ) ｔ≥１ :

ξｔ ＝
ξｔꎬ ｜ ξｔ ｜≤ ｔ

３
４ ꎬ

０ꎬ ｜ ξｔ ｜ > ｔ
３
４ .

{ (１８)

根据切比雪夫不等式有:

Ｐ( ｜ ξｔ ｜ > ｔ
３
４ ) ≤ Ｅ ｜ ξｔ ｜ ２ ｔ －

３
２ ≤ Ｋ ｔ －

３
２ .
(１９)

Ｅ ξ ｊ３ ＝ Ｅ ξ ｊ２ ξ ｊ

＝ ∫ ξ ｊ２ ξ ｊｄＦ(ｘ) ＝ ∫ ξ ｊ２ ξ ｊＩ( ｜ ξｔ ｜≤ ｔ
３
４ )ｄＦ(ｘ)

≤ ｔ
３
４ ∫ ξ ｊ２ｄＦ(ｘ) ＝ ｔ

３
４ Ｅ ξ ｊ２ ≤ Ｋ ｔ

３
４ . (２０)

Ｅ ξ ｊ４ ＝ Ｅ ξ ｊ２ ξ ｊ２

＝ ∫ ξ ｊ２ ξ ｊ２ｄＦ(ｘ) ＝ ∫ ξ ｊ２ ξ２ｊ Ｉ( ｜ ξｔ ｜≤ ｔ
３
４ ) ２ｄＦ(ｘ)

≤ ｔ
３
２ ∫ ξ ｊ２ｄＦ(ｘ) ＝ ｔ

３
２ Ｅ ξ ｊ２ ≤ Ｋ ｔ

３
２ . (２１)

下面令 １
ｔ∑

ｔ －１

ｉ ＝ １
Ｗ ｊ ξ ｊ ＝ ｔ －１ Ｓｔ ꎬ 易知 Ｗ ｊ 是一致有界

的ꎬ 所以可以充分说明 ｔ －１ Ｓｔ →０ ꎬ
Ｓ４ｔ

＝ (∑
ｔ －１

ｉ ＝ １
Ｗ ｊ ξ ｊ

－
) ４ ＝ ∑

ｔ －１

ｉ ＝ １
(Ｗ ｊ ) ４(ξ ｊ

－
) ４ ＋

Ｋ∑
ｔ －１

ｉꎬｊ
(Ｗ ｊ ) ２ ξ ｊ

－ ２ ξｉ
－ ２ ＋

Ｋ ∑
ｔ －１

ｉ≠ｊꎬｉ≠ｋꎬｊ≤ｋ
Ｗｉ Ｗ ｊ Ｗｋ ξｉ

－ ２ ξ ｊ
－
ξｋ
－
＋

Ｋ ∑
ｔ －１

ｉ < ｊ < ｋ < Ｉ
Ｗｉ Ｗ ｊ Ｗｋ ＷＩ ξｉ

－
ξ ｊ
－
ξｋ
－
ξＩ
－
＋

Ｋ∑
ｔ －１

ｉ≠ｊ
Ｗｉ(Ｗ ｊ ) ３ ξｉ

－
ξ ｊ
－ ３ ＝ ∑

５

ｉ ＝ １
Ｉ( ｉ)ｔ . (２２)

对于式(２２)的第一部分 Ｉ(１)ｔ ꎬ 利用式(２１)有

Ｅ Ｉ(１)ｔ ＝ ＫＥ∑
ｔ －１

ｊ ＝ ０
ξ ｊ
－ ４ ≤ Ｋ ｔ

３
２∑

ｔ －１

ｊ ＝ ０
ξ ｊ
－ ２ ≤ Ｋ ｔ

５
２ .

３９２
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对于 Ｉ(５)ｔ 利用式(２０)有:

｜ Ｅ Ｉ(５)ｔ ｜≤ Ｋ ｜ Ｅ∑
ｔ －１

ｉ≠ｊ
ξｉ
－
ξ ｊ
－ ３ ｜≤２Ｋ ｜ ∑

ｔ －１

ｉ > ｊ
ξ ｊ
－ ３Ｅ ξｉ

－
｜≤

Ｋ ｜ ∑
ｔ －１

ｉ > ｊ
ｊ
３
４ Ｅ ξ ｊ

－ ２ ｉ －
３
４ ｜≤ Ｋ ｜ ∑

ｔ －１

ｉ > ｊ
Ｅ ξ ｊ

－ ２ ｜≤ Ｋ ｔ２ .

(２３)
同理:

｜ Ｅ Ｉ(２)ｔ ｜≤ Ｋ ｔ２ꎬ ｜ Ｅ Ｉ(３)ｔ ｜≤ Ｋ ｔ
３
２ ꎬ ｜ Ｅ Ｉ(４)ｔ ｜≤ Ｋｔ.

因此

ｔ －４Ｅ Ｓ４ｔ ≤ Ｋ ｔ －４( ｔ
５
２ ＋ ｔ２ ＋ ｔ

３
２ ＋ ｔ) ≤ Ｋ ｔ －

３
２ .

根据切比雪夫不等式有

∑
¥

ｔ ＝ １
Ｐ( ｜ ｔ －１ Ｓｔ ｜ > δ) ≤∑

¥

ｔ ＝ １
( ｔδ ) －４Ｅ Ｓ４ｔ

≤ Ｋ∑
¥

ｔ ＝ １
ｔ －
３
２ < ¥.

下面证明∑
¥

ｔ ＝ １
Ｐ( ｜ ｔ －１ Ｓｔ ｜ > δ) < ¥⇒ Ｉ(５)

ｔ
→０ (ａ.

ｓ. ) .

令事件 {
Ｓｔ

ｔ > δ} ＝ Ａｔ ꎬ 则

∑
¥

ｔ ＝ １
Ｐ(Ａｔ) < ¥⇒∑

¥

ｔ ＝ ｉ
Ｐ(Ａｔ) → ０( ｉ→ ¥)

⇒Ｐ(∪
¥

ｔ ＝ ｉ
Ａｔ) → ０( ｉ→ ¥)

⇒Ｐ(∩
¥

ｉ ＝ １
∪

¥

ｔ ＝ ｉ
Ａｔ) → ０

⇒ Ａｔ →０ (ａ. ｓ. ) . (２４)

所以由大数定理可得 Ｉ(５)

ｔ
→０(ａ. ｓ. ) .所以

ｘｔ
－ － ｘ∗ →０(ａ. ｓ).
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