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对鲁棒线性规划保守性的进一步讨论

刘鹏飞ꎬ 杨文国

(中国科学院大学数学科学学院ꎬ 北京 １０００４９ꎻ 中国科学院大数据挖掘与知识管理重点实验室ꎬ 北京 １０００４９)

摘　 要　 保守性是衡量鲁棒优化模型好坏的重要指标ꎬ也是研究鲁棒优化方法的一个关键问

题. 在先前关于鲁棒线性优化保守性的研究中ꎬ我们发现ꎬ线性规划最优解中非零分量的数目

ｋ 是刻画鲁棒线性规划模型保守性的一个重要参数. 本文通过分析基解是鲁棒线性规划问题

最优解的概率ꎬ给出了参数 ｋ 的概率分布和数学期望.
关键词　 鲁棒方法ꎻ保守性ꎻ线性规划ꎻ分布
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ｓｉｎｃｅ ｔｈｅｙ ｗｅｒｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ. Ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｒｅｄｕｃｅ ｄｅｇｒｅｅ
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ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎｓ ｉｓ ｔｈｅ ｏｎｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ Ｂｅｒｔｓｉｍａｓ ａｎｄ
Ｓｉｍ[３] . Ｔｈｅｙ ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｎｏｍｉｎａｌ ｌｉｎｅａｒ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ:

ｍａｘ　 ｃ′ｘ

ｓ. ｔ　 ∑
ｊ

ａｉｊ ｘ ｊ ≤ ｂｉ

ｘ ≥０.
Ｅａｃｈ ｅｎｔｒｙ ａｉｊ ｉｓ ｍｏｄｅｌｅｄ ａｓ ａ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ
ｂｏｕｎｄｅｄ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅꎬ ａｎｄ ａｉｊ ｔａｋｅｓ ｖａｌｕｅｓ ｉｎ
[ａｉｊ － ａ︿ ｉｊꎬａｉｊ ＋ ａ︿ ｉｊ]ꎬ ｗｈｅｒｅ ａ︿ ｉｊ ≥０. Ｂｅｓｉｄｅｓꎬ ａ ｌｉｍｉｔ
ｉｓ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ ｔｈａｔ ａｒｅ
ａｌｌｏｗｅｄ ｔｏ ｃｈａｎｇｅ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ. Ｔｈｅ ｍｏｄｅｌ ｏｆ
Ｂｅｒｔｓｉｍａｓ ａｎｄ Ｓｉｍ ｉｓ:

ｍａｘ　 ｃ′ｘ

ｓ. ｔ　 ∑
ｊ

ａｉｊ ｘ ｊ ＋

ｍａｘ
{Ｓｉ∪ｔｉ｜ Ｓｉ⊆Ｊꎬ｜ Ｓｉ｜ ＝ ⌊Γ」ꎬｔｉ∈Ｊ ＼Ｓｉ}

∑
ｊ∈Ｓｉ

ａ︿ ｉｊ ｘ ｊ ＋{

(Γ －⌊Γ」) ａ︿ ｉｔｉ ｘｔｉ} ≤ ｂｉ 　 ∀ｉ
ｘ ≥０. (１)

Ｈｅｒｅꎬ Ｊ ｉｓ ｔｈｅ ｓｅｔ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｄｉｃｅｓꎬ ｉ. ｅ. Ｊ ＝ {１ꎬ２ꎬ
􀆺ꎬｎ}ꎬ ｗｈｅｒｅ ｎ ｉｓ ｔｈｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｏｆ ｘ. Ａｓ ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ
ｉｎ Ｒｅｆ􀆰 [３]ꎬ ｍｏｄｅｌ (１) ｇｉｖｅｓ ｆｕｌｌ ｃｏｎｔｒｏｌ ｏｆ ｔｈｅ
ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｓｍ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ. Ｗｈｅｎ Γ ｐｒｏｇｒｅｓｓｉｖｅｌｙ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｆｒｏｍ
ｚｅｒｏ ｔｏ ｎꎬ ｔｈｅ ｄｅｇｒｅｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｓｍ ｏｆ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ
ａｐｐｒｏａｃｈ ｉｓ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｔｏ ｉｎｃｒｅａｓｅ ｇｒａｄｕａｌｌｙ. Ｗｈｅｎ Γ
ｐｒｏｇｒｅｓｓｉｖｅｌｙ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｔｏ ｎꎬ ｗｅ ｇｅｔ ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｒｏｂｕｓｔ ａｐｐｒｏａｃｈ:

ｍａｘ　 ｃ′ｘ

ｓ. ｔ　 ∑
ｊ
(ａｉｊ ＋ ａ︿ ｉｊ) ｘ ｊ ≤ ｂｉ 　 ∀ｉ

ｘ ≥０. (２)
Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ Ｌｉｕ ａｎｄ Ｙａｎｇ[１] ｐｏｉｎｔｅｄ ｏｕｔ ｔｈａｔ

ｍｏｄｅｌ (１) ｍａｙ ｂｅｃｏｍｅ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｅｖｅｎ
ｗｈｅｎ Γ ｉｓ ｆａｒ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｎ. Ｍｏｒｅｏｖｅｒꎬ ｉｔ ｉｓ ｓｈｏｗｅｄ
ｔｈａｔ ｍｏｄｅｌ ( １ ) ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｒｅａｃｈ ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｓｔａｔｅ ｗｈｅｎ Γ ｉｓ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｋꎬ ｗｈｅｒｅ ｋ ｉｓ
ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｏｎｚｅｒｏ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｒｏｂｕｓｔ
ａｐｐｒｏａｃｈ.

Ａｓ ｓｔａｔｅｄ ａｂｏｖｅꎬ ｗｈｅｎ Γ ≥ ｋꎬ ｍｏｄｅｌ ( １ )
ｍａｙ ｒｅａｃｈ ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｓｔａｔｅꎻ ｗｈｅｎ
Γ < ｋꎬ ｍｏｄｅｌ ( １ ) ｄｏｅｓ ｎｏｔ ｒｅａｃｈ ｔｈｅ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｓｔａｔｅ. Ｔｈａｔ ｉｓꎬ ｋ ｉｓ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｔｏ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ
(１) . Ｔｏ ｓｏｍｅ ｄｅｇｒｅｅꎬ ｋ ｉｓ ａ ｇｏｏｄ ｉｎｄｉｃａｔｏｒ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ(１) . Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ
ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｋꎬ ｗｅ ｃａｎ ｈａｖｅ ａ ｆｕｒｔｈｅｒ
ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ
(１ ) ｏｎ ｔｈｅ ｗｈｏｌｅ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｗｅ ｇｉｖｅ ｔｈｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｋ ｕｎｄｅｒ ｔｗｏ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｗｉｄｅｌｙ ｕｓｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ
ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍｓ.

１　 Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ
Ｆｉｒｓｔ ｗｅ ｓｈｏｕｌｄ ｈａｖｅ ａ ｒｅｖｉｅｗ ｏｆ ｔｈｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｔｏ ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ
ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｓｔａｔｅｍｅｎｔ. Ａｌｌ ｏｆ ｏｕｒ
ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｓ ａｒｅ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｒｏｗｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｍａｔｒｉｘ ａｒｅ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｔｈｅ ｃｏｌｕｍｎｓ. Ｔｈｅ
ｓｔａｎｄａｒｄ ｆｏｒｍ ｏｆ ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｉｓ

ｍａｘ　 ｃ′ｘ

ｓ. ｔ　 ∑
ｎ

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｘ ｊ ＝ ｂｉꎬｉ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｍ

ｘ ≥０.
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １􀆰 １　 Ｉｆ ｗｅ ｓｅｔ (ｎ － ｍ) ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｅｑｕａｌ
ｔｏ ｚｅｒｏ ａｎｄ ｔｈｅｎ ｓｏｌｖｅ ｔｈｅ ｍ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｒｅｍａｉｎｉｎｇ ｖａｒｉａｂｌｅｓꎬ ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬ ｉｆ
ｕｎｉｑｕｅꎬ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ.
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １􀆰 ２ 　 Ｔｈｅ ( ｎ － ｍ) ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗｈｉｃｈ
ａｒｅ ｓｅｔ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｚｅｒｏ ａｒｅ ｋｎｏｗｎ ａｓ ｎｏｎｂａｓｉｃ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ. Ｔｈｅ ｒｅｍａｉｎｉｎｇ ｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ａｒｅ ｃａｌｌｅｄ
ｂａｓｉｃ ｖａｒｉａｂｌｅｓ. Ｉｆ ａ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎꎬ ｉｔ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ａ ｂａｓｉｃ
ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ.
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｂａｓｉｃ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｗｉｔｈ ａ ｖａｌｕｅ ｏｆ
ｚｅｒｏ ａｒｅ ｃａｌｌｅｄ ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅꎬ ａｎｄ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｔｅｒｍ ｉｓ
ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｂａｓｉｃ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ.

ｍａｘ　 ｃ′ｘ

ｓ. ｔ　 ∑
ｊ

ａｉｊ ｘ ｊ ≤ ｂｉ 　 ∀ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ

ｘ ≥０. (３)
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １􀆰 ４ 　 Ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｍ

８７５
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Ａｘ(≤ ｏｒ ≥)ｂ ａｒｅ ｃａｌｌｅｄ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓꎬ ａｎｄ
ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｘ(≤ ｏｒ ≥)０ ａｒｅ ｃａｌｌｅｄ
ｓｉｇｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ. Ｆｏｒ ａ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｘ︿ ꎬ ｉｆ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ
ｓｉｄｅ ｏｆ ｃｅｒｔａｉｎ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ( ｏｒ ｓｉｇｎ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ)ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ａｔ ｘ︿ ꎬ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
ａｒｅ ｃａｌｌｅｄ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ａｔ ｘ︿ .

Ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅꎬ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｉｎｅａｒ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ. Ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｒｅ ｘ１ ＋ ｘ２ ≤５
ａｎｄ ｘ１ ＋ ２ ｘ２ ≤ ７ꎬ ｔｈｅ ｓｉｇｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｒｅ ｘ１ ≥ ０
ａｎｄ ｘ２ ≥ ０. Ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ (５ꎬ０)ꎬ ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｒｅ ｘ１ ＋ ｘ２ ≤５ ａｎｄ ｘ２ ≥０.
　 　 　 　 　 ｍａｘ　 ２ ｘ１ ＋ ｘ２

ｓ. ｔ　 ｘ１ ＋ ｘ２ ≤５
ｘ１ ＋ ２ ｘ２ ≤７
ｘ１ ≥０ꎬｘ２ ≥０.

Ｌｅｍｍａ １􀆰 １ 　 Ｉｆ ｘ︿ ｉｓ ａ ｎｏｎ￣ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｂａｓｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ( ３ )ꎬ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｎ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｎ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｔ ｘ︿ ａｍｏｎｇ ａｌｌ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｎｄ ｓｉｇｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ( ３ ).
Ｂｅｓｉｄｅｓꎬ ｔｈｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｒｅ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｅｅ Ｒｅｆ􀆰 [８]. □

Ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｅｘａｍｐｌｅ. Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ (５ꎬ
０) ｉｓ ａ ｎｏｎ￣ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬ ａｎｄ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ
ｔｗｏ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｔｗｏ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｔ (５ꎬ０)ꎬ ｉ. ｅ.
ｘ１ ＋ ｘ２ ≤ ５ ａｎｄ ｘ２ ≥ ０. Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｖｅｃｔｏｒｓ (１ꎬ１) ａｎｄ (０ꎬ１) ａｒｅ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ.
Ｂｅｓｉｄｅｓꎬ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｅｅ ｔｈａｔ (５ꎬ０) ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｖｅｃｔｏｒ (２ꎬ１) ＝ ２ × (１ꎬ１) －
(０ꎬ１)ꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｓ ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｅｍｍａ.
Ｌｅｍｍａ １􀆰 ２ 　 Ａｓｓｕｍｅ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｖｅｃｔｏｒ ｃ ≠ ０ .
Ｌｅｔ 􀭹ｘ ｂｅ ａ ｎｏｎｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｂａｓｉｃ ｆｅａｓｉｂｌｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｍｏｄｅｌ (３ ) . Ｌｅｔ [ ａ ｊ１ꎬ ａ ｊ２ꎬ􀆺ꎬ ａ ｊｋꎬ Ｉ ｊｋ＋１ꎬ Ｉ ｊｋ＋２ꎬ􀆺ꎬ
Ｉ ｊｎ] ｂｅ ｔｈｅ ｒｏｗｓ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｖｅｃｔｏｒｓ ｏｆ
ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｔ 􀭹ｘꎬ ｗｈｅｒｅ ａ ｊ ａｎｄ Ｉ ｊ ａｒｅ
ｔｈｅ ｉｔｈ ｒｏｗ ｏｆ Ａ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｔｈ ｒｏｗ ｏｆ ｕｎｉｔ ｍａｔｒｉｘꎬ
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ.

ｉ)Ｔｈｅ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ａｎｄ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ 􀭹ｘ
ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄｅｌ (３) ｉｓ ｔｈａｔ ｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｓ ａ λ≥０ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ｃ ＝ λ１ ａ ｊ１ ＋ λ２ ａ ｊ２ ＋ 􀆺 ＋ λｋ

ａ ｊｋ － λｋ＋１ Ｉ ｊｋ＋１ － λｋ＋２ Ｉ ｊｋ＋２ － 􀆺 － λｎ Ｉ ｊｎ .
ｉｉ) Ｉｆ 􀭹ｘ ｉｓ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄｅｌ

(３)ꎬ λ > ０.

Ｐｒｏｏｆ　 ｆｏｒ ｉ)ꎬ ｓｅｅ Ｒｅｆ􀆰 [１].
ｆｏｒ ｉｉ):

Ｓｕｐｐｏｓｅ ｎｏｔꎬ ａｓｓｕｍｅ λ１ ＝ ０. Ｌｅｔ Ｇ ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ}

ａｎｄ Ｇ︿ ＝ { ｊ２ꎬ􀆺ꎬｊｋ} . Ｌｅｔ Ｇ１ ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ} ａｎｄ Ｇ︿ １

＝ { ｊｋ＋１ꎬｊｋ＋２ꎬ􀆺ꎬｊｎ} . Ｌｅｔ Ｄ ＝ {ｘ ｜ ａ ｊｘ ＝ ｂ ｊ∀ｊ∈Ｇ︿ ꎬ

Ｉ ｊｘ ＝ ０ ∀ ｊ∈ Ｇ︿ １ꎬａｉｘ≤ ｂｉ ∀ ｉ∈ Ｇ ＼ Ｇ︿ ꎬＩｉｘ≥０ ∀

ｉ ∈ Ｇ１ ＼ Ｇ
︿
１} . Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬ ａｎｙ ｘ ∈ Ｄ ｉｓ ｔｈｅ ｆｅａｓｉｂｌｅ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄｅｌ (３). Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｏｎｌｙ (ｎ － １)
ｅｑｕａｌｉｔｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓꎬ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｍｏｒｅ ｔｈａｎ ｏｎｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｉｎ Ｄ. Ａｎｄ ｗｅ ｈａｖｅ ｃ ＝ λ２ ａｊ２ ＋􀆺 ＋ λｋ ａｊｋ － λｋ＋１ Ｉｊｋ＋１－
λｋ＋２ Ｉｊｋ＋２ － 􀆺 － λｎ Ｉｊｎ . Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ２. ２ ｉ)ꎬ ａｎｙ ｘ∈Ｄ
ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄｅｌ ( ３ ). Ｔｈｉｓ
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｕｎｉｑｕｅ. Ｔｈｅ ｓｔａｔｅｍｅｎｔ ｆｏｌｌｏｗｓ
ｉｍｍｅｄｉａｔｅｌｙ. □

Ａｓ ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｒｅｆ􀆰 [１]ꎬ Ｌｉｕ ａｎｄ Ｙａｎｇ ｐｏｉｎｔｅｄ
ｏｕｔ ｔｈａｔ ｍｏｄｅｌ ( １ ) ｍａｙ ｂｅｃｏｍｅ ｅｘｔｒｅｍｅｌｙ
ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅ ｅｖｅｎ ｗｈｅｎ Γ ｉｓ ｆａｒ ｌｅｓｓ ｔｈａｎ ｎ.
Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ｔｈｅｙ ａｌｓｏ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔ:
Ｔｈｅｏｒｅｍ １􀆰 １　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｘ∗ ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ
ｍｏｄｅｌ (２) ｗｉｔｈ ｃ ａｓ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｖｅｃｔｏｒ. Ｌｅｔ ｋ ｂｅ ｔｈｅ

ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｏｎｚｅｒｏ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ｘ∗. Ｉｆ ∑ ｊ
｜ ｃｊ ｘ∗

ｊ ｜

> ０ꎬ ｋ ≥１ꎬ ａｎｄ Γ ≤ ｋ － １ꎬ ｘ∗ ｉｓ ｎｏｔ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｍｏｄｅｌ(１).
Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｅｅ Ｒｅｆ􀆰 [１]. □

Ｔｈｅｏｒｅｍ １􀆰 １ ｒｅｖｅａｌｓ ｔｈａｔ ｋ ｉｓ ａｎ ｉｍｐｏｒｔａｎｔ
ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｗｈｅｎ ｗｅ ａｎａｌｙｚｅ ｔｈｅ ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ
ｍｏｄｅｌ ( １ ). Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｗｅ ｗｉｌｌ ｇｉｖｅ ｔｈｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｋ.

２　 Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ ｋ
　 　 Ｔｏ ｓｉｍｐｌｉｆｙ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｅｘｐｏｓｉｔｉｏｎꎬ ｗｅ ｗｉｌｌ
ｕｓｅ Ａ ｉｎｓｔｅａｄ ｏｆ Ａ︿ ｔｏ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｍａｔｒｉｘ
ｏｆ ｍｏｄｅｌ (２).

Ｌｅｔ Ｘ ｂｅ ａ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ ｗｈｉｃｈ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ
ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｏｎｚｅｒｏ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ. Ｗｅ ｗｉｌｌ ｄｉｓｃｕｓｓ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｐ(Ｘ ＝ ｋ)
ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ (Ａꎬｂ) ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎｓ[９] :

ｉ) Ｆｏｒ ａｎｙ ｆｉｘｅｄ (Ａꎬｂ)ꎬ ａｌｌ ｓｉｇｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ

９７５
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Ａ( ｉ)ｘ ≤ (≥) ｂｉ ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍꎬ
ｘ ｊ ≤ (≥)０　 ｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ

ａｒｅ ｅｑｕｉｐｒｏｂａｂｌｅ. Ｕｎｄｅｒ ｔｈｉｓ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎꎬ ａｎｙ ｂａｓｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｗｉｌｌ ａｐｐｅａｒ ｉｎ ２ｍ＋ｎ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ.

ｉｉ) Ｗｉｔｈ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｎｅꎬ
Ａ ｂ
Ｉ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷

ａｒｅ ｎｏｎ￣ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ. Ｉｎ ｏｔｈｅｒ ｗｏｒｄｓꎬ ｗｉｔｈ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ
ｏｎｅꎬ ａｎｙ ｂａｓｉｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｎｏｎ￣ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅ.

ｉｉｉ) Ｗｉｔｈ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｎｅꎬ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａ ｕｎｉｑｕｅ
ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ.

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ ａｎｙ ｆｉｘｅｄ (Ａꎬｂꎬｃ)ꎬ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ２ｍ＋ｎ

ｉｎｓｔａｎｃｅｓ ｉｎ ｔｏｔａｌ. Ｗｅ ｗｉｌｌ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ ａ
ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ.
Ｌｅｍｍａ ２􀆰 １ 　 Ｌｅｔ ｘ︿ ｂｅ ａ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬ ｔｈｅｎ ｔｈｅ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ ｘ︿ ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ １ / ２ｍ＋ｎ .
Ｐｒｏｏｆ　 Ｌｅｔ ｘ︿ ｂｅ ａ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ. Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙꎬ ｘ︿ ｗｉｌｌ
ａｐｐｅａｒ ｉｎ ２ｍ＋ｎ ｉｎｓｔａｎｃｅｓ. Ｂｙ Ｌｅｍｍａ １􀆰 １ꎬ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ
ｎ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｔ ｘ︿ . Ｌｅｔ [ａ ｊ１ꎬａ ｊ２ꎬ􀆺ꎬａ ｊｋꎬＩ ｊｋ＋１ꎬ
Ｉ ｊｋ＋２ꎬ􀆺ꎬＩ ｊｎ] ｂｅ ｔｈｅ ｒｏｗｓ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｖｅｃｔｏｒｓ
ｏｆ ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｔ ｘ︿ . Ｔｈａｔ ｉｓꎬ ｘ︿ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ (４).

ａ ｊ１ ｘ
︿ ＝ ｂ ｊ１

⋮
ａ ｊｋ ｘ

︿ ＝ ｂ ｊｋ

Ｉ ｊｋ＋１ ｘ
︿ ＝ ０

⋮
Ｉ ｊｎ ｘ

︿ ＝ ０.

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

(４)

Ｌｅｔ Ｇ ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ} ａｎｄ Ｇ︿ ＝ { ｊ１ꎬｊ２ꎬ􀆺ꎬｊｋ} .

Ｆｏｒ ａｎｙ ｉ ∈ Ｇ ＼ Ｇ︿ ꎬ ｘ︿ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ {ｘ ｜ ａｉｘ≥ ｂｉ} ｏｒ {ｘ
｜ ａｉｘ ≤ ｂｉ} . Ｂｙ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｉｉ) ａｎｄ Ｌｅｍｍａ １􀆰 １ꎬ ｘ︿

ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ ｏｎｌｙ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅｍ. Ｌｅｔ Ｇ１ ＝ {１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ}

ａｎｄ Ｇ︿ １ ＝ { ｊｋ＋１ꎬｊｋ＋２ꎬ􀆺ꎬｊｎ} . Ｆｏｒ ａｎｙ ｉ ∈ Ｇ１ ＼ Ｇ
︿
１ꎬ ｘ︿

ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ {ｘ ｜ Ｉｉｘ ≥ ０} ｏｒ {ｘ ｜ Ｉｉｘ ≤ ０} . Ｂｙ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｉｉ) ａｎｄ Ｌｅｍｍａ １􀆰 １ꎬ ｘ︿ ｂｅｌｏｎｇｓ ｔｏ ｏｎｌｙ
ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅｍ. Ｗｉｔｈｏｕｔ ｌｏｓｓ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙꎬ ｓｕｐｐｏｓｅ ｘ︿

ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ (５). Ｓｉｎｃｅ ｜ Ｇ ＼ Ｇ︿ ｜ ＋ ｜ Ｇ１ ＼ Ｇ
︿
１ ｜

＝ ｍꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ (６) ｏｃｃｕｒｓ ｉｓ
１ / ２ｍ .

ａ ｊ１ｘ ＝ ｂ ｊ１

⋮
ａ ｊｋｘ ＝ ｂ ｊｋ

Ｉ ｊｋ＋１ｘ ＝ ０

⋮
Ｉ ｊｎｘ ＝ ０

ａｉｘ ≤ ｂｉ ∀ｉ ∈ Ｇ ＼ Ｇ︿

Ｉｉｘ ≤ ０ ∀ｉ ∈ Ｇ１ ＼ Ｇ
︿
１ .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï

(５)

ａｉｘ ≤ ｂｉ ∀ｉ ∈ Ｇ ＼ Ｇ︿

Ｉｉｘ ≤ ０ ∀ｉ ∈ Ｇ１ ＼ Ｇ
︿
１ .

{ (６)

Ｂｙ Ｌｅｍｍａ １. １ꎬ [ａ ｊ１ꎬａ ｊ２ꎬ􀆺ꎬａ ｊｋꎬ Ｉ ｊｋ＋１ꎬ Ｉ ｊｋ＋２ꎬ􀆺ꎬ Ｉ ｊｎ]
ａｒｅ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ. Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅｒｅ ｅｘｉｓｔｓ ａ
ｕｎｉｑｕｅ λ ｓｕｃｈ ｔｈａｔ

ｃ ＝ ∑
ｋ

ｉ ＝ １
λ ｉ ａ ｊｉ － ∑

ｎ

ｉ ＝ ｋ＋１
λ ｉ Ｉ ｊｉ ＝

∑
ｋ

ｉ ＝ １
｜ λ ｉ ｜

λ ｉ

λ ｉ
ａ ｊｉ － ∑

ｎ

ｉ ＝ ｋ＋１
｜ λ ｉ ｜

λ ｉ

λ ｉ
Ｉ ｊｉꎬ

ｗｈｅｒｅ ｃ ｉｓ ｔｈｅ ｔａｒｇｅｔ ｖｅｃｔｏｒ. Ｎｏｔｅ ｔｈａｔ ｜ λ ｉ ｜ > ０ ｆｏｒ
ａｎｙ ｉ (ｂｙ Ｌｅｍｍａ １. ２ ｉｉ) ａｎｄ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｉｉｉ)). Ｂｙ
Ｌｅｍｍａ １. ２ ｉ)ꎬ ｘ︿ ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ (７).

ｍａｘ　 ｃ′ｘ

ｓ. ｔ
λ ｊ１

λ ｊ１

ａ ｊ１ｘ ≤ ｂ ｊ１

　 　 　 ⋮
λ ｊｋ

λ ｊｋ

ａ ｊｋｘ ≤ ｂ ｊｋ

λ ｊｋ＋１

λ ｊｋ＋１

Ｉ ｊｋ＋１ｘ ≤０

　 　 　 ⋮
λ ｊｎ

λ ｊｎ

Ｉ ｊｎｘ ≤０

ａｉｘ ≤ ｂｉ 　 ∀ｉ ∈ Ｇ ＼ Ｇ︿

Ｉｉｘ ≤０　 ∀ｉ ∈ Ｇ１ ＼ Ｇ
︿
１ . (７)

Ｂｙ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｉ )ꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ
ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ (８) ｏｃｃｕｒｓ ｉｓ １ / ２ｎ . Ｔｈａｔ ｉｓꎬ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ
ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｘ︿ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ( ６ )ꎬ ｔｈｅ
ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ( ７ ) ｏｃｃｕｒｓ ｉｓ １ / ２ｎ .
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ ｔｈａｔ ｘ︿ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ ( ６ )ꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ ｘ︿ ｉｓ ｔｈｅ
ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ １ / ２ｎ . Ｓｉｎｃｅ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ

０８５
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ｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ (６) ｏｃｃｕｒｓ ｉｓ １ / ２ｍꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ
ａ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｉｓ １ / ２ｍ＋ｎ .

λ ｊ１

λ ｊ１

ａ ｊ１ｘ ≤ ｂ ｊ１

　 ⋮
λ ｊｋ

λ ｊｋ

ａ ｊｋｘ ≤ ｂ ｊｋ

λ ｊｋ＋１

λ ｊｋ＋１

Ｉ ｊｋ＋１ｘ ≤０

　 ⋮
λ ｊｎ

λ ｊｎ

Ｉ ｊｎｘ ≤０.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(８)

　 　 Ｌｅｍｍａ ２􀆰 １ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｂａｓｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅｙ ａｒｅ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅꎬ ｉ. ｅ. １ / ２ｍ＋ｎ . Ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ
ａｎｙ ｆｉｘｅｄ (Ａꎬｂꎬｃ)ꎬ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 １ 　 Ｌｅｔ Ｘ ｂｅ ａ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ ｗｈｉｃｈ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｏｎｚｅｒｏ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎꎬ ｔｈｅｎ

ｐ(Ｘ ＝ ｋ) ＝
Ｃｋ

ｍ Ｃｎ－ｋ
ｎ

Ｃｎ
ｍ＋ｎ

ꎬ

Ｅ(Ｘ) ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ ０
ｋ􀅰

Ｃｋ
ｍ Ｃｎ－ｋ

ｎ

Ｃｎ
ｍ＋ｎ

＝ ｍｎ
ｍ ＋ ｎꎬ

ｗｈｅｒｅ ｐ(Ｘ ＝ ｋ) ｉｓ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ Ｘ ＝ ｋꎬ Ｅ(Ｘ) ｉｓ
ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎ ｏｆ Ｘꎬ ｍ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｗｓ ｏｆ
Ａꎬ ａｎｄ ｎ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｌｕｍｎｓ ｏｆ Ａ.
Ｐｒｏｏｆ 　 Ｌｅｔ Ｘ１ ｂｅ ａ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ ｗｈｉｃｈ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｏｎｚｅｒｏ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ
ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ. Ｂｙ Ｌｅｍｍａ ２􀆰 １ꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｉｅｓ
ｔｈａｔ ａｎｙ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｒｅ
ｔｈｅ ｓａｍｅ. Ｓｏ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｘ１ ｉｓ ｔｈｅ ｓａｍｅ ａｓ ｔｈｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｘ. Ｗｅ ｗｉｌｌ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｘ１

ｂｅｌｏｗ.
Ｌｅｔ ｘ︿ ｂｅ ａ ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎ. Ｔｈｅ ｔｏｔａｌ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ

ｂａｓｉｃ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｓ Ｃｎ
ｍ＋ｎ . Ｉｆ ｔｈｅｒｅ ａｒｅ ｋ ｍａｔｒｉｘ

ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｎｄ (ｎ － ｋ) ｓｉｇｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｔ ｘ︿ ꎬ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｎｏｎｚｅｒｏ
ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ ｉｎ ｘ ｉｓ ｋ. Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ Ｃｋ

ｍ ｃａｓｅｓ ｔｏ ｃｈｏｏｓｅ ｋ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｔｏ ｂｅ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ
ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｍ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ. Ｔｈｅｒｅ ａｒｅ Ｃｎ－ｋ

ｎ ｃａｓｅｓ

ｔｏ ｃｈｏｏｓｅ (ｎ － ｋ) ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ｔｏ ｂｅ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｍｏｎｇ ｔｈｅ ｎ ｓｉｇｎ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ.
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬ ｔｈｅ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｔｈａｔ Ｘ１ ＝ ｋ ｉｓ

ｐ(Ｘ１ ＝ ｋ) ＝
Ｃｋ

ｍ Ｃｎ－ｋ
ｎ

Ｃｎ
ｍ＋ｎ

.

Ｔｈａｔ ｉｓꎬ

ｐ(Ｘ ＝ ｋ) ＝
Ｃｋ

ｍ Ｃｎ－ｋ
ｎ

Ｃｎ
ｍ＋ｎ

ꎬ

Ｅ(Ｘ) ＝ ∑
ｍ

ｋ ＝ ０
ｋ
Ｃｋ

ｍ Ｃｎ－ｋ
ｎ

Ｃｎ
ｍ＋ｎ

＝ ｍｎ
ｍ ＋ ｎ . □

Ｓｉｎｃｅ Ｌｅｍｍａ ２􀆰 １ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 １ ｈｏｌｄ ｆｏｒ
ａｎｙ ｆｉｘｅｄ (Ａꎬｂꎬｃ)ꎬ Ｌｅｍｍａ ２􀆰 １ ａｎｄ Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 １
ａｌｓｏ ｈｏｌｄ ｗｈｅｎ ｗｅ ｒｅｇａｒｄ ａｌｌ ｔｈｅ Ａ ｗｈｏｓｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ
ａｒｅ ｍ × ｎ ａｓ ａ ｓｐａｃｅ.

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
[ １ ]　 Ｌｉｕ Ｐ Ｆꎬ Ｙａｎｇ Ｗ Ｇꎬ Ｇｕｏ Ｔ Ｄ. Ａ ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ ｏｎ ｔｈｅ

ｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｓｍ ｏｆ ｒｏｂｕｓｔ ｌｉｎｅａｒ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍｓ[ Ｊ / ＯＬ].
Ｅｐｒｉｎｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｃｏｍｍｕｎｉｔｙ. (２０１４ － １０) [２０１５￣
０１￣１０] . ｈｔｔｐ:∥ｗｗｗ. ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ￣ｏｎｌｉｎｅ. ｏｒｇ / ＤＢ ＿ＨＴＭＬ /
２０１４ / １０ / ４５９８. ｈｔｍｌ.

[ ２ ] 　 Ｓｏｙｓｔｅｒ Ａ Ｌ. Ｔｅｃｈｎｉｃａｌ ｎｏｔｅ￣ｃｏｎｖｅｘ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｗｉｔｈ ｓｅｔ￣
ｉｎｃｌｕｓｉｖｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｔｏ ｉｎｅｘａｃｔ ｌｉｎｅａｒ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ[ Ｊ] . Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ １９７３ ꎬ ２１ (５ ) :
１ １５４￣１ １５７.

[ ３ ] 　 Ｂｅｒｔｓｉｍａｓ Ｄꎬ Ｓｉｍ Ｍ. Ｔｈｅ ｐｒｉｃｅ ｏｆ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ[Ｊ] . Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ
Ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ ２００４ꎬ ５２(１): ３５￣５３.

[ ４ ] 　 Ｂｅｎ￣Ｔａｌ Ａꎬ Ｎｅｍｉｒｏｖｓｋｉ Ａ. Ｒｏｂｕｓｔ ｃｏｎｖｅｘ ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ[ Ｊ] .
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｏｆ Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ １９９８ꎬ ２３ ( ４ ):
７６９￣８０５.

[ ５ ] 　 Ｂｅｎ￣Ｔａｌ Ａꎬ Ｎｅｍｉｒｏｖｓｋｉ Ａ. Ｒｏｂｕｓｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｌｉｎｅａｒ
ｐｒｏｇｒａｍｓ[Ｊ]. Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ Ｒｅｓｅａｒｃｈ Ｌｅｔｔｅｒｓꎬ １９９９ꎬ ２５(１): １￣１３.

[ ６ ] 　 ＥＩ￣Ｇｈａｏｕｉ Ｌꎬ Ｌｅｂｒｅｔ Ｈ. Ｒｏｂｕｓｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ ｌｅａｓｔ￣ｓｑｕａｒｅ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｔｏ ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｄａｔａ ｍａｔｒｉｃｅｓ [ Ｊ] . Ｓｉｍａ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ
Ｍａｔｒｉｘ Ａｎａｌｙｓｉｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ １９９７ꎬ １８: １ ０３５￣１ ０６４.

[ ７ ] 　 Ｅｌ Ｇｈａｏｕｉ Ｌꎬ Ｏｕｓｔｒｙ Ｆꎬ Ｌｅｂｒｅｔ Ｈ. Ｒｏｂｕｓｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｔｏ
ｕｎｃｅｒｔａｉｎ ｓｅｍｉｄｅｆｉｎｉｔｅ ｐｒｏｇｒａｍｓ [ Ｊ ] . ＳＩＡＭ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｎ
Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎꎬ １９９８ꎬ ９(１): ３３￣５２.

[ ８ ] 　 Ｈｉｌｌｉｅｒ Ｆ Ｓꎬ Ｌｉｅｂｅｒｍａｎ Ｇ Ｊ. Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈ[Ｍ]. ９ｔｈ ｅｄ. Ｓａｎ Ｆｒａｎｃｉｓｃｏ: Ｍｃ Ｇｒａｗ Ｈｉｌｌ￣Ｈｉｇｈｅｒ
Ｅｄｕｃａｔｉｏｎꎬ ２０１０: １０７￣１０９.

[ ９ ] 　 Ａｄｌｅｒ Ｉꎬ Ｋａｒｐ Ｒ Ｍꎬ Ｓｈａｍｉｒ Ｒ. Ａ ｓｉｍｐｌｅｘ ｖａｒｉａｎｔ ｓｏｌｖｉｎｇ ａｎ
ｍ × ｄ ｌｉｎｅａｒ ｐｒｏｇｒａｍ ｉｎ Ｏ(ｍｉｎ(ｍ２ꎬｄ２)) ｅｘｐｅｃｔｅｄ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ
ｐｉｖｏｔ ｓｔｅｐｓ[Ｊ]. Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙꎬ １９８７ꎬ ３(４): ３７２￣３８７.
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