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(Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ５ Ｊａｎｕａｒｙ ２０１５: Ｒｅｖｉｓｅｄ １０ Ａｐｒｉｌ ２０１５)

Ｓｏｎｇ Ｊꎬ Ｃｈｅｎ Ｙ Ｆ. Ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｉｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｃｅｒｔａｉｎ Ｈａｍｍｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔｓ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｃｈｉｎｅｓｅ
Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ ２０１５ꎬ３２(６):７２１￣７２７.

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｉｔ ｉｓ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｆｉｎｄ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｕｓｅｄ ｉｎ ｓｔｒｅａｍ ｃｉｐｈｅｒｓ ｔｈａｔ ｃａｎ ｍｅｅｔ ａｌｌ ｔｈｅ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｃｒｉｔｅｒｉａ. Ｒｅｃｅｎｔｌｙꎬ ｔｗｏ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｍａｎｙ ｇｏｏｄ ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ
ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ Ｔｕ ａｎｄ Ｄｅｎｇ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ａ ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ａｂｏｕｔ ｂｉｎａｒｙ
ｓｔｒｉｎｇｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ (ｗｅ ｃａｌｌ ｉｔ Ｈａｍｍｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔ). Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｈａｓ ａｔｔｒａｃｔｅｄ ｍｕｃｈ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ
ｆｒｏｍ ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｅｒｓ. Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｗｅ ｇｉｖｅ ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｆｏｒｍｕｌａｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｉｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｃｅｒｔａｉｎ Ｈａｍｍｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔｓꎬ ｗｈｉｃｈ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｐｒｏｖｅｓ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎻ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅꎻ Ｈａｍｍｉｎｇ ｗｅｉｇｈｔ
ＣＬＣ Ｎｕｍｂｅｒ:Ｏ１５ꎻ Ｏ２９　 Ｄｏｃｕｍｅｎｔ ｃｏｄｅ: Ａ　 ｄｏｉ:１０􀆰 ７５２３ / ｊ. ｉｓｓｎ. ２０９５￣６１３４􀆰 ２０１５􀆰 ０６􀆰 ００１

Ｈａｍｍｉｎｇ 约束集的计数问题

宋　 佳ꎬ 陈玉福

(中国科学院大学数学科学学院ꎬ 北京 １０１４０８)

摘　 要　 构造一个应用于流密码并且具有良好性质的布尔函数是一个非常困难的问题. 最

近ꎬ Ｔｕ 和 Ｄｅｎｇ 基于一个关于二进制串分布(我们称之为 Ｈａｍｍｉｎｇ 约束集)的组合猜想的正确

性ꎬ 构造了两类具有良好性质的布尔函数. 越来越多的学者致力于 Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ 猜想的证明. 本

文用一种新方法给出某些 Ｈａｍｍｉｎｇ 约束集的计数公式ꎬ 从而部分地证明 Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ 猜想.
关键词　 布尔函数ꎻＴｕ￣Ｄｅｎｇ 猜想ꎻＨａｍｍｉｎｇ 重量

　 　 Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｈｏｌｄ ｇｒｅａｔ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｉｎ ｔｈｅ
ｄｅｓｉｇｎ ｏｆ ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ. Ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅꎬ ｉｎ ａ
ｂａｓｉｃ ＬＦＳＲ ( ｌｉｎｅａｒ ｆｅｅｄｂａｃｋ ｓｈｉｆｔ ｒｅｇｉｓｔｅｒ)￣ｂａｓｅｄ
ｓｔｒｅａｍ ｃｉｐｈｅｒꎬ ａ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ
ｃｏｍｂｉｎｅ ｔｈｅ ｏｕｔｐｕｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｇｉｓｔｅｒ ｔｏ ｇｅｎｅｒａｔｅ ａ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｒｅａｍ ｏｆ ｂｉｔｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｅｎｃｒｙｐｔｉｏｎ[１] . Ｂａｓｅｄ
ｏｎ ａ ｌｏｎｇ￣ｔｅｒｍ ｒｅｓｅａｒｃｈꎬ ｐｅｏｐｌｅ ｈａｖｅ ｆｏｕｎｄ ｔｈａｔ
Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｕｓｅｄ ｉｎ ａ ｓｔｒｅａｍ ｃｉｐｈｅｒ ｓｈｏｕｌｄ ｂｅ
ｐｒｏｖｉｄｅｄ ｗｉｔｈ ｓｏｍｅ ｇｏｏｄ ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓꎬ
ｓｕｃｈ ａｓ ｂｅｎｔｎｅｓｓꎬ ｂａｌａｎｃｅｄｎｅｓｓꎬ ａ ｈｉｇｈ ａｌｇｅｂｒａｉｃ
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ｄｅｇｒｅｅꎬ ａｎｄ ｈｉｇｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ[２￣５] . Ｆｏｒ ｉｎｓｔａｎｃｅꎬ ｉｎ
ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｒｅｓｉｓｔ ａｇａｉｎｓｔ ｌｉｎｅａｒ ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ａｔｔａｃｋ[６]ꎬ
Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｍｕｓｔ ｈａｖｅ ａ ｈｉｇｈ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙꎬ
ａｎｄ ｉｎ ｏｒｄｅｒ ｔｏ ｒｅｓｉｓｔ ａｇａｉｎｓｔ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ａｔｔａｃｋ[７￣８]

Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｎｅｅｄ ａ ｈｉｇｈ ａｌｇｅｂｒａｉｃ
ｉｍｍｕｎｉｔｙ[９] . Ｔｈａｔ ｉｓ ｔｏ ｓａｙꎬ ｔｈｅ ｒｅｓｅａｒｃｈ ｗｏｒｋ ｏｎ
ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｉｓ
ｃｌｏｓｅｌｙ ｉｎｔｅｒｃｏｎｎｅｃｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｓｅｃｕｒｉｔｙ ｏｆ
ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ.

Ｈｏｗｅｖｅｒꎬ ｉｔ ｉｓ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｆｉｎｄ Ｂｏｏｌｅａｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｕｓｅｄ ｉｎ ｓｔｒｅａｍ ｃｉｐｈｅｒｓ ｔｈａｔ ｃａｎ ｍｅｅｔ ａｌｌ
ｔｈｅ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ ｃｒｉｔｅｒｉａꎬ ｗｈｉｃｈ ｉｍｐｌｉｅｓ ｔｈａｔ ｔｈｅ
ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｆ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｌａｇｓ ｂｅｈｉｎｄ ｔｈｅ
ｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｆ ｃｒｙｐｔａｎａｌｙｓｉｓ.

Ｍｏｒｅ ｒｅｃｅｎｔｌｙꎬ ｔｗｏ ｃｌａｓｓｅｓ ｏｆ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｂｙ Ｔｕ ａｎｄ Ｄｅｎｇ[１０￣１１] ｂａｓｅｄ ｏｎ
ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ
ａｂｏｕｔ ｂｉｎａｒｙ ｓｔｒｉｎｇｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ.
Ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ａｎｄ ｔ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓꎬ
ｍ > １ ａｎｄ １ ≤ ｔ < ２ｍ － １. Ｌｅｔ Ｓｍ

ｔ ( < ｍ) ＝
{(ａꎬｂ) ｜ ａꎬｂ ∈ Zꎬ０ ≤ ａꎬｂ < ２ｍ － １ꎬａ ＋ ｂ ≡
ｔ ｍｏｄ( ２ｍ － １)ꎬｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) < ｍ} . Ｔｈｅｎ
｜ Ｓｍ

ｔ ( < ｍ) ｜ ≤２ｍ－１ .
Ｏｎｅ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｂｅｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ｗｉｔｈ ｍａｘｉｍｕｍ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｉｍｍｕｎｉｔｙ[１０ꎬ１２]ꎬ ａｎｄ ｔｈｅ
ｏｔｈｅｒ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｕｍｃｔｉｏｎｓ ｈａｖｅ ｇｏｏｄ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｓｕｃｈ
ａｓ ｂａｌａｎｃｅｄｎｅｓｓꎬ ｍａｘｉｍｕｍ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｉｍｍｕｎｉｔｙꎬ
ｏｐｔｉｍａｌ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｄｅｇｒｅｅꎬ ａｎｄ ｇｏｏｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ.

Ｔｈｅ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｈｉｃｈ ａｒｅ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ
ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｈａｖｅ ｍａｎｙ ｇｏｏｄ
ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｎｄ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｈａｓ
ａｔｔｒａｃｔｅｄ ａ ｇｒｅａｔ ｄｅａｌ ｏｆ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ ａｍｏｎｇ
ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｅｒｓ[１１ꎬ１３] . Ａ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ
ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｉｓ ｍｅａｎｉｎｇｆｕｌ ａｎｄ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔꎬ ｂｕｔ ｉｔ ｉｓ
ａｌｓｏ ｖｅｒｙ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ. Ｍｏｒｅ ａｎｄ ｍｏｒｅ ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ ｈａｖｅ
ｐａｉｄ ａｔｔｅｎｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ.

Ｔｕ ａｎｄ Ｄｅｎｇ[１１] ａｓｓｕｍｅｄ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ａｎｄ ｃｈｅｃｋｅｄ ｉｔ ｆｏｒ ｍ ≤ ２９ ｂｙ ｄｅｖｅｌｏｐｉｎｇ
ａ ｔｒａｎｓｆｅｒ￣ｍａｔｒｉｘ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ. Ｔｕ ａｌｓｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ Ｔｕ￣
Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｌｙ ａｎｄ
ｏｂｔａｉｎｅｄ ｓｏｍｅ ｇｅｎｅｒａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｈｉｓ ｄｏｃｔｏｒａｌ
ｄｉｓｓｅｒｔａｔｉｏｎ[１４] . Ｃｕｓｉｃｋ ｅｔ ａｌ. [１５] ｐｒｏｖｅｄ ｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｕｎｄｅｒ ｓｏｍｅ

ｓｐｅｃｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｓｕｃｈ ａｓ ｗ( ｔ) ＝ １ꎬ２ꎬ ａｎｄ
ｗ( ｔ′) ≤ ２ ｉｆ ｔ′ ｉｓ ｅｖｅｎꎬ ａｎｄ ｗ( ｔ′) ≤ ４ ｉｆ ｔ′ ｉｓ ｏｄｄꎬ
ｈｅｒｅ ｔ′ ＝ ２ｍ － ｔ. Ｔｈｅｙ ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ ｔｈａｔ ｉｔ ｗａｓ ａ
ｃｈａｌｌｅｎｇｅ ｔｏ ｏｂｔａｉｎ ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｃｏｕｎｔｉｎｇ. Ｃｏｈｅｎ ａｎｄ
Ｆｌｏｒｉ[１６￣１７] ｇａｖｅ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆｓ ｏｆ ａ ｖａｒｉｅｔｙ ｏｆ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ
ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ. Ｈｕａｎｇ ｅｔ ａｌ. [１８] ｇａｖｅ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｕ￣
Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｕｎｄｅｒ ａ ｆｅｗ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｂｙ ａｎａｌｙｚｉｎｇ
ｔｈｅ Ｈａｍｍｉｎｇ ｗｅｉｇｈｔ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｔ ｉｎ Ｓｍ

ｔ ( <ｍ) .
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒꎬ ｗｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｆｏｒｍｕｌａｓ

ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｉｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｃｅｒｔａｉｎ Ｈａｍｍｉｎｇ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔｓ ｗｉｔｈ ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ. Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｏｕｒ
ｒｅｓｕｌｔｓꎬ ｗｅ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ Ｔｕ￣
Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ.

１　 Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ
１􀆰 １ 　 Ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ
ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ

Ａ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ ａ ｃａｎ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ
ａｍ－１ ２ｍ－１ ＋􀆺 ＋ ａ１２ ＋ ａ０ ( ｍ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ)ꎬ
ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ. ａｉ ( ＝ ０ ｏｒ
１) ｉｓ ｃａｌｌｅｄ ｔｈｅ ｉｔｈ ｂｉｔ ｖａｌｕｅ. Ｗｅ ｃａｎ ｓｉｍｐｌｙ ｗｒｉｔｅ
ａ ＝ ａｍ－１􀆺ａ１ａ０ . Ｗｅ ｃａｌｌ ｉｔ ｔｈｅ ｍ ￣ｂｉｔ ｂｉｎａｒｙ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｗｈｅｎ ａｍ－１ ＝ １.

Ｔｈｅ Ｈａｍｍｉｎｇ ｗｅｉｇｈｔ ｏｆ ａꎬ ｗｈｉｃｈ ｗｅ ｗｒｉｔｅ ａｓ
ｗ(ａ)ꎬ ｉｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ １􀆳ｓ ｉｎ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ｏｆ ａ. Ｌｅｔ τ１(ａ) ｅｘｐｒｅｓｓ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ ｉ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
ａｉ ＝ １ ｗｈｅｎ ａ > ０. Ｌｅｔ τ０(ａ) ｅｘｐｒｅｓｓ ｔｈｅ ｍｉｎｉｍｕｍ
ｊ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ａ ｊ ＝ ０ ｗｈｅｎ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｔ ｌｅａｓｔ ｏｎｅ ｚｅｒｏ
ａｍｏｎｇ ａｍ－１ꎬ􀆺ꎬ ａ１ꎬ ａ０ . Ｗｅ ｅｘｔｅｎｄ τ１ ａｎｄ τ０ ｂｙ

ｓｅｔｔｉｎｇ τ１(０􀆺０

{ ｑ

) ＝ ｑ ａｎｄ τ０(１􀆺１

{ ｑ

) ＝ ｑ.
Ｓｏ ｗｈｅｎ ａ > ０ꎬ
τ０(ａ) ＝ ０ꎬτ１(ａ) > ０⇔ ａ ｉｓ ｅｖｅｎꎬ
τ０(ａ) > ０ꎬτ１(ａ) ＝ ０⇔ ａ ｉｓ ｏｄｄ.
Ｓｅｔ ａｉ ＝ １ － ａｉ . Ｗｅ ｃａｌｌ ａｍ－１􀆺 ａ１ａ０ ｔｈｅ

ｃｏｎｊｕｇａｔｉｏｎ ｏｆ ａꎬ ｗｈｉｃｈ ｗｅ ｗｒｉｔｅ ａｓ ａ. Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ
ｓｅｅ ｔｈａｔ ａ ＝ ２ｍ － １ － ａ ａｎｄ ａ ≡ ｃ ｍｏｄ(２ｍ － １)⇒
ａ ≡ ｃ ｍｏｄ(２ｍ － １) .

Ｌｅｔ ｍ ａｎｄ ｔ ｂｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ. Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ > １
ａｎｄ １ ≤ ｔ < ２ｍ － １. Ｔｈｅ ｍ ￣ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｏｆ ｔ ｉｓ ｔｈｅ ｏｄｄ
ｉｎｔｅｇｅｒ ｆ( ｔ) ｓｕｃｈ ｔｈａｔ ２ｍ － １ － ｔ ＝ ２ ｉ ｆ( ｔ) . Ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ
ｔｏ ｓｅｅ ｆ( ｔ) ＝ ２ｍ － １ － ｔ ｗｈｅｎ ｔ ｉｓ ｅｖｅｎ ａｎｄ ｆ( ｔ) ≤
２ｍ－１ － １ ｗｈｅｎ ｔ ｉｓ ｏｄｄ.

２２７
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Ｌｅｔ ｍ ａｎｄ ｔ ｂｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ. Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ > １
ａｎｄ １ ≤ ｔ < ２ｍ － １. Ｔｈｅ ｍ ￣ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｆ ａｎ ｏｄｄ
ｉｎｔｅｇｅｒ ｔ ｉｓ ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｅｒ ｌ ( ０ < ｌ < ２ｍ － １ ) ｓｕｃｈ ｔｈａｔ
ｆ( ｌ) ＝ ｔ. Ｔｈａｔ ｉｓ ｔｏ ｓａｙꎬ ｌ ＝ ２ｍ － １ － ２ ｉ ｔꎬ ｗｈｅｒｅ
０ ≤ ｉ ≤１ ＋ ｌｏｇ２(２ｍ － １) － ｌｏｇ２ ｔ.
Ｒｅｍａｒｋ 　 Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎꎬ ｗｅ ｃａｎ ｓｅｅ
ｔｈａｔ ｔｈｅ ｍ ￣ｉｎｔｅｇｒａｌ ｌ ｏｆ ａｎ ｏｄｄ ｉｎｔｅｇｅｒ ｔ ｉｓ ｎｏｔ
ｕｎｉｑｕｅ. Ｂｕｔ ｆｏｒ ａ ｆｉｘｅｄ ｍꎬ ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｉｅｓ ｏｆ Ｓｍ

ｌ ( ＝
ｍ) (ｏｒ Ｓｍ

ｌ ( < ｍ) ｏｒ Ｓｍ
ｌ ( > ｍ) ) ａｒｅ ｔｈｅ ｓａｍｅ. Ｓｏ

ｗｅ ｄｏ ｎｏｔ ｒｅｑｕｅｓｔ ｔｈｅ ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍ ￣ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｏｆ ａｎ ｏｄｄ ｉｎｔｅｇｅｒ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ.
１􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ Ｈａｍｍｉｎｇ ｗｅｉｇｈｔ
Ｌｅｍｍａ １􀆰 １ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ａ ａｎｄ ｍ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｅｒｓ. Ｔｈｅｎ

１) ｗ(２ｍ􀅰ａ) ＝ ｗ(ａ) ꎻ
２) ｗ(ａ － １) ＝ ｗ(ａ) ＋ τ１(ａ) － １ ꎻ
３) ｗ(ａ ＋ １) ＝ ｗ(ａ) － τ０(ａ) ＋ １ ꎻ
４)Ｉｆ １≤ ａ≤２ｍ － １ꎬ ｔｈｅｎ ｗ(２ｍ － １ － ａ) ＝ ｍ －

ｗ(ａ)ꎬ ｗ(２ｍ ＋ ａ) ＝ １ ＋ ｗ(ａ) ꎻ
５)Ｉｆ １ ≤ ａ ≤２ｍ － １ꎬ ｔｈｅｎ ｗ(２ｍ － １ ＋ ａ) ＝

ｗ(ａ) ＋ τ１(ａ) ꎻ
６ ) Ｉｎ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎꎬ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ａｒｅ ｆｏｕｎｄ:
τ１(ａｍ－１􀆺 ａｋ＋１１ ａｋ－１􀆺 ａ１ ａ０) ＝ τ１(ａｋ－１􀆺 ａ１ ａ０)ꎬ
τ０(ｂｍ－１􀆺 ｂｋ＋１０ ｂｋ－１􀆺 ｂ１ ｂ０) ＝ τ０(ｂｋ－１􀆺 ｂ１ ｂ０) .
１􀆰 ３　 Ｈａｍｍｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔ

Ｌｅｔ ｍ ａｎｄ ｔ ｂｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ. Ｓｕｐｐｏｓｅ
ｍ > １ꎬ １ ≤ ｔ < ２ｍ － １ ａｎｄ ｋ ｉｓ ａ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｅｒ. Ｗｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｎｏｔａｔｉｏｎｓ:
Ｓｍ
ｔ ＝ {(ａꎬｂ) ｜ ａꎬｂ∈Zꎬ０≤ ａꎬｂ < ２ｍ － １ꎬａ ＋ ｂ≡

ｔ ｍｏｄ(２ｍ － １)}ꎬ
Ｓｍ
ｔ (􀅰ｋ) ＝ {(ａꎬｂ) ∈ Ｓｍ

ｔ ｜ ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ)􀅰ｋ}ꎬ

ｗｈｅｒｅ “􀅰” ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎ ｓｙｍｂｏｌｓ < ꎬ ＝ ꎬ
> ꎬ ≤ꎬ ≥. Ｗｅ ｃａｌｌ Ｓｍ

ｔ (􀅰 ｋ) ｔｈｅ Ｈａｍｍｉｎｇ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔꎬ ａｎｄ ｗｅ ａｒｅ ｍｏｓｔ ｉｎｔｅｒｅｓｔｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｓｅｔ
Ｓｍ
ｔ ( < ｍ) .

Ｎｏｔｉｃｅ ｔｈａｔ ｂ ＝ ｔ － ａ ｗｈｅｎ ａ ≤ ｔ ａｎｄ ｂ ＝ ２ｍ － １ －
ａ ＋ ｔ ｗｈｅｎ ａ > ｔ. Ｗｅ ｃａｎ ｄｉｖｉｄｅ Ｓｍ

ｔ ｉｎｔｏ ｔｗｏ ｐａｒｔｓ:
Ｓｍ
ｔꎬ１:(０ꎬｔ)ꎬ(１ꎬｔ － １)ꎬ􀆺ꎬ( ｔꎬ０) ꎻ

Ｓｍ
ｔꎬ２:( ｔ ＋ １ꎬ ２ｍ － ２)ꎬ ( ｔ ＋ ２ꎬ ２ｍ － ３)ꎬ􀆺ꎬ

(２ｍ － ２ꎬｔ ＋ １) .
Ｓｏ ｗｅ ｈａｖｅ

｜ Ｓｍ
ｔ ｜ ＝ ２ｍ － １ꎬ

｜ Ｓｍ
ｔꎬ１ ｜ ＝ ｔ ＋ １ꎬ

｜ Ｓｍ
ｔꎬ２ ｜ ＝ ２ｍ － ２ － ｔ.

Ｌｅｍｍａ １􀆰 ２[１７] 　 ｜ Ｓｍ
ｔ (􀅰ｋ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ

２ｔ(􀅰ｋ) ｜ ꎬ ｗｈｅｒｅ

ｍ > １ ａｎｄ ２ ≤ ２ｔ < ２ｍ － １ ａｎｄ “􀅰” ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ ｔｈｅ
ｒｅｌａｔｉｏｎ ｓｙｍｂｏｌｓ < ꎬ ＝ ꎬ > ꎬ ≤ꎬ ≥.
Ｌｅｍｍａ １􀆰 ３ 　 ｜ Ｓｍ

ｔ ( ＝ ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ
ｔ ( ＝ ｍ) ｜ ａｎｄ

｜ Ｓｍ
ｔ ( < ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ

ｔ ( > ｍ) ｜ ＋ ２ꎬ ｗｈｅｒｅ ｍ > １ ａｎｄ
１ ≤ ｔ < ２ｍ － １.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｉｆ (ａꎬｂ) ∈ Ｓｍ

ｔ ( ＝ ｍ)ꎬ ｔｈｅｎ ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ)
＝ ｍ ｗｉｔｈ ａ ≠ ０ ａｎｄ ｂ ≠ ０. Ｓｏ ｗ(２ｍ － １ － ａ) ＋
ｗ(２ｍ － １ － ｂ) ＝ ｍ － ｗ(ａ) ＋ ｍ － ｗ(ｂ) ＝ ｍ ａｎｄ
２ｍ － １ － ａ ＋ ２ｍ － １ － ｂ ≡ ２ｍ － １ － ｔ ｍｏｄ(２ｍ －
１)⇒(２ｍ － １ － ａꎬ２ｍ － １ － ｂ) ∈ Ｓｍ

ｔ ( ＝ ｍ) .
Ｗｅ ｃａｎ ｓｅｔ ｕｐ ａｎ ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｍａｐｐｉｎｇ φ: (ａꎬｂ)

→ (ａꎬｂ) ｆｒｏｍ Ｓｍ
ｔ ( ＝ ｍ) ｔｏ Ｓｍ

ｔ ( ＝ ｍ) . Ｓｏ ｜ Ｓｍ
ｔ ( ＝

ｍ) ｜ ≤｜ Ｓｍ
ｔ ( ＝ ｍ) ｜ . Ｓｉｎｃｅ ｔ ＝ ｔꎬ ｗｅ ｈａｖｅ ｜ Ｓｍ

ｔ ( ＝
ｍ) ｜ ≤｜ Ｓｍ

ｔ ( ＝ ｍ) ｜ . Ｔｈｕｓ ｜ Ｓｍ
ｔ ( ＝ ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ

ｔ ( ＝
ｍ) ｜ .

Ｉｆ (ａꎬｂ) ∈ Ｓｍ
ｔ ( < ｍ)ꎬ ｔｈｅｎ ａ ＋ ｂ≡ ｔ ｍｏｄ(２ｍ

－ １) ａｎｄ ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) < ｍ. Ｓｏ ｗ(２ｍ － １ － ａ) ＋
ｗ(２ｍ － １ － ｂ) ＝ ｍ － ｗ(ａ) ＋ ｍ － ｗ(ｂ) > ｍ ａｎｄ
２ｍ － １ － ａ ＋ ２ｍ － １ － ｂ≡２ｍ － １ － ｔ ｍｏｄ(２ｍ － １) .
Ｔｈｉｓ ｍｅａｎｓ (２ｍ － １ － ａꎬ２ｍ － １ － ｂ) ∈ Ｓｍ

ｔ ( > ｍ)
ｅｘｃｅｐｔ (ａꎬｂ) ＝ (０ꎬｔ)ꎬ( ｔꎬ０) .

Ｗｅ ｓｅｔ ｕｐ ａｎ ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｍａｐｐｉｎｇ φ: (ａꎬｂ) →
(２ｍ － １ － ａꎬ２ｍ － １ － ｂ) ｆｒｏｍ Ｓｍ

ｔ ( < ｍ) ＼{(０ꎬｔ)ꎬ
( ｔꎬ０)} ｔｏ Ｓｍ

ｔ ( > ｍ) . Ｔｈｕｓ ｜ Ｓｍ
ｔ ( < ｍ) ｜ － ２ ≤

｜ Ｓｍ
ｔ ( > ｍ) ｜ .
Ｉｆ (ａꎬｂ) ∈ Ｓｍ

ｔ ( > ｍ)ꎬ ｔｈｅｎ ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) > ｍ
ａｎｄ ａ ＋ ｂ≡ ｔｍｏｄ(２ｍ － １) ｗｉｔｈ ａ≠０ ａｎｄ ｂ≠０. Ｓｏ
ｗｅ ｈａｖｅ ｗ(２ｍ － １ － ａ) ＋ ｗ(２ｍ － １ － ｂ) ＝ ｍ －
ｗ(ａ) ＋ ｍ － ｗ(ｂ) < ２ｍ － ｍ ＝ ｍ ａｎｄ ２ｍ － １ － ａ ＋
２ｍ － １ － ｂ≡２ｍ － １ ＋ ２ｍ － １ － (ａ ＋ ｂ) ≡ ｔ ｍｏｄ(２ｍ

－ １) . Ｓｉｎｃｅ ａꎬｂ < ２ｍ － １ꎬ ｗｅ ｈａｖｅ (２ｍ － １ － ａꎬ
２ｍ － １ － ｂ) ∈ Ｓｍ

ｔ ( < ｍ) ＼{(０ꎬｔ)ꎬ(ｔꎬ０)} .
Ｗｅ ｓｅｔ ｕｐ ａｎ ｉｎｊｅｃｔｉｖｅ ｍａｐｐｉｎｇ ψ: ( ａꎬ ｂ) →

(ａꎬｂ) ｆｒｏｍ Ｓｍ
ｔ ( > ｍ) ｔｏ Ｓｍ

ｔ ( < ｍ) ＼{(０ꎬｔ)ꎬ
( ｔꎬ０)} . Ｔｈｕｓ ｜ Ｓｍ

ｔ ( > ｍ) ｜ ≤｜ Ｓｍ
ｔ ( < ｍ) ｜ － ２.

Ｔｈｉｓ ｃｏｍｐｌｅｔｅｓ ｏｕｒ ｐｒｏｏｆ. □
Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｌｅｍｍａｓꎬ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｌｅｍｍａ:

３２７
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Ｌｅｍｍａ １􀆰 ４　 Ｌｅｔ ｍ > １ ａｎｄ １ ≤ ｔ < ２ｍ － １. Ｔｈｅｎ
｜ Ｓｍ

ｔ ( ＝ ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ
ｆ( ｔ)( ＝ ｍ) ｜ ꎬ

｜ Ｓｍ
ｔ ( < ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ

ｆ( ｔ)( > ｍ) ｜ ＋ ２ꎬ
｜ Ｓｍ

ｆ( ｔ)( < ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ
ｔ ( > ｍ) ｜ ＋ ２.

２　 Ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｉｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ Ｈａｍｍｉｎｇ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔｓ
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 １ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ. Ｉｆ
ｍ ≥４ꎬ ｔｈｅｎ

｜ Ｓｍ
３ ( ＝ ｍ) ｜ ＝ ５􀅰２ｍ－４ .

Ｐｒｏｏｆ　 Ｉｆ ｍ ≥４ ａｎｄ (ａꎬｂ) ∈ Ｓｍ
３ ( ＝ ｍ)ꎬ ｔｈｅｎ ０ ≤

ａꎬｂ < ２ｍ － １ꎬ ａ ＋ ｂ≡３ ｍｏｄ(２ｍ － １)ꎬ ａｎｄ ｗ(ａ) ＋
ｗ(ｂ) ＝ ｍ. Ｆｉｒｓｔ ｗｅ ｋｎｏｗ ａ > ３. Ｔｈｉｓ ｉｓ ｂｅｃａｕｓｅ ｉｆ
ａ ≤３ꎬ ｗｅ ｈａｖｅ ｂ ＝ ３ － ａ ａｎｄ ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) ≤２ <
ｍ. Ｆｒｏｍ ａ > ３ ａｎｄ ａ ＋ ｂ ≡ ３ ｍｏｄ(２ｍ － １)ꎬ ｗｅ
ｄｅｄｕｃｅ ｂ ＝ ２ｍ － １ － (ａ － ３) . Ｓｉｎｃｅ

ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) ＝ ｗ(ａ) ＋ ｗ(２ｍ － １ － (ａ － ３))
＝ ｗ(ａ) ＋ ｍ － ｗ(ａ － ３)
＝ ｍꎬ

ｗｅ ｈａｖｅ ｗ(ａ) ＝ ｗ(ａ － ３) .
ｗ(ａ －３) ＝ ｗ(ａ －２) ＋ τ１(ａ －２) －１

＝ ｗ(ａ －１) ＋ τ１(ａ －１) ＋ τ１(ａ －２) －２
＝ ｗ(ａ) ＋ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ －１) ＋ τ１(ａ －２) －３.

Ｓｏ ｗ(ａ) ＝ ｗ(ａ － ３) ｉｎｄｉｃａｔｅｓ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋
τ１(ａ － ２) ＝ ３. Ｗｅ ｓｏｌｖｅ ｔｈｉｓ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｎ ｔｗｏ ｃａｓｅｓ:

１)Ｃａｓｅ １: ａ ｉｓ ｅｖｅｎ.
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅꎬ ｗｅ ｈａｖｅ τ１(ａ) > ０ꎬ τ１(ａ － １) ＝

０ꎬ τ１(ａ － ２) > ０ꎬ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － ２) ＝ ３. Ｓｏ ｗｅ
ｈａｖｅ τ１(ａ) ＝ １ꎬ τ１(ａ － ２) ＝ ２ ｏｒ τ１(ａ) ＝ ２ꎬ
τ１(ａ － ２) ＝ １.
１. １) Ｗｈｅｎ τ１(ａ) ＝ １ ａｎｄ τ１(ａ － ２) ＝ ２ꎬ ｔｈｅ
ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｍｕｓｔ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ａｍ－１􀆺
ａ３１１０ꎬ ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ τ１(ａ) ＝ １ ａｎｄ τ１(ａ － ２) ＝ ２ ｉｓ ２ｍ－３ .
１. ２)Ｗｈｅｎ τ１(ａ) ＝ ２ ａｎｄ τ１(ａ － ２) ＝ １ꎬ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｍｕｓｔ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ａｍ－１􀆺 ａ３１００ꎬ
ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ τ１(ａ) ＝ ２ ａｎｄ τ１(ａ － ２) ＝ １ ｉｓ ２ｍ－３ .

２)Ｃａｓｅ ２: ａ ｉｓ ｏｄｄ.
Ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅꎬ ｗｅ ｈａｖｅ τ１(ａ) ＝ ０ꎬ τ１(ａ － １) >

０ꎬ τ１(ａ － ２) ＝ ０ꎬ τ１(ａ － １) ＝ ３. Ｓｏ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｍｕｓｔ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ａｍ－１􀆺 ａ４１００１ꎬ

ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｏｄｄ ａ􀆳ｓ ｉｓ ２ｍ－４ .
Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｄｅｄｕｃｔｉｏｎꎬ ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ ｏｆ

Ｓｍ
３ ( ＝ ｍ) ｉｓ ２􀅰２ｍ－３ ＋ ２ｍ－４ ＝ ５􀅰２ｍ－４ ｗｈｅｎ ｍ≥４.

□
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 ２ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ. Ｉｆ
ｍ ≥４ꎬ ｔｈｅｎ

｜ Ｓｍ
３ (≥ ｍ) ｜ ＝ ７􀅰２ｍ－４ ＋ ２ｍ－２ － ２.

Ｐｒｏｏｆ　 Ｉｆ ｍ ＝ ４ꎬ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｅｅ Ｓｍ
３ (≥ ｍ) ＝

{(４ꎬ１４)ꎬ(５ꎬ１３)ꎬ(６ꎬ１２)ꎬ(７ꎬ１１)ꎬ(９ꎬ９)ꎬ(１１ꎬ７)ꎬ
(１２ꎬ６)ꎬ (１３ꎬ５)ꎬ(１４ꎬ４)} . Ｓｏ ｜ Ｓｍ

３ (≥ ｍ) ｜ ＝ ９.
Ｉｆ ｍ > ４ ａｎｄ (ａꎬｂ) ∈ Ｓｍ

３ (≥ｍ)ꎬ ｔｈｅｎ ０ ≤ ａꎬ
ｂ < ２ｍ － １ꎬ ａ ＋ ｂ ≡３ ｍｏｄ(２ｍ － １)ꎬ ａｎｄ ｗ(ａ) ＋
ｗ(ｂ)≥ｍ. Ｆｉｒｓｔ ｗｅ ｋｎｏｗ ａ > ３. Ｔｈｉｓ ｉｓ ｂｅｃａｕｓｅ ｗｅ
ｈａｖｅ ｂ ＝ ３ － ａ ａｎｄ ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) ≤ ２ < ｍ ｉｆ ａ ≤
３. Ｆｒｏｍ ａ > ３ ａｎｄ ａ ＋ ｂ ≡ ３ ｍｏｄ(２ｍ － １)ꎬ ｗｅ
ｄｅｄｕｃｅ ｂ ＝ ２ｍ － １ － (ａ － ３) . Ｓｉｎｃｅ
ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) ＝ ｗ(ａ) ＋ ｗ(２ｍ － １ － (ａ － ３))

＝ ｗ(ａ) ＋ ｍ － ｗ(ａ － ３)
≥ ｍꎬ

ｗｅ ｈａｖｅ ｗ(ａ) ≥ ｗ(ａ － ３) .
ｗ(ａ － ３) ＝ ｗ(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ２) － １

＝ ｗ(ａ － １) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ － ２) － ２
＝ ｗ(ａ) ＋ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ －

２) － ３.
Ｓｏ ｗ(ａ) ≥ｗ(ａ － ３) ｉｎｄｉｃａｔｅｓ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋
τ１(ａ － ２) ≤ ３.

Ｉｆ τ１(ａ) ≥３ꎬ ｔｈｅｎ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ
－ ２) ≥ ３ ＋ １ ＝ ４. Ｓｏ τ１(ａ) ＝ ０ ｏｒ １ ｏｒ ２
(ｓｅｅ ｂｅｌｏｗ).

１) τ１(ａ) ＝ ０.
Ｗｅ ｋｎｏｗ ａ ａｎｄ ａ － ２ ａｒｅ ｏｄｄꎬ ｓｏ ｗｅ ｈａｖｅ

τ１(ａ － １) ≤ ３.
Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｉｓ ａｍ－１􀆺

ａ３ａ２ａ１１. Ｔｈｅｎ ａ － １ ＝ ａｍ－１􀆺ａ３ａ２ａ１０. Ｓｉｎｃｅ
τ１(ａ － １) ≤ ３ꎬ ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｔ ｌｅａｓｔ ｏｎｅ １ ａｍｏｎｇ ａ３ꎬ
ａ２ꎬ ａ１ . Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ τ１(ａ) ＝ ０ ｉｓ ２ｍ－４􀅰(２３ － １) － ２. Ｈｅｒｅ ｗｅ
ｒｅｍｏｖｅ ｔｈｅ ｃａｓｅｓ ａ ＝ １􀆺１ ａｎｄ ａ ＝ ０􀆺０１１ ＝ ３.

２) τ１(ａ) ＝ １.
Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｉｓ ａｍ－１􀆺

ａ３ ａ２１０. Ｔｈｅｎ ａ － １ ＝ ａｍ－１􀆺ａ３ａ２０１ ａｎｄ ａ － ２ ＝
ａｍ－１􀆺 ａ３ ａ２００. Ｓｏ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ － ２)

４２７
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＝ １ ＋ τ１(ａ － ２) ≤ ３⇒ τ１(ａ － ２) ≤ ２. Ｔｈｅｎ ｗｅ
ｈａｖｅ ａ２ ＝ １. Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ τ１(ａ) ＝ １ ｉｓ ２ｍ－３ .

３) τ１(ａ) ＝ ２.
Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｉｓ ａｍ－１􀆺

ａ３１００. Ｔｈｅｎ ａ － １ ＝ ａｍ－１􀆺 ａ３０１１ ａｎｄ ａ － ２ ＝
ａｍ－１􀆺 ａ３０１０. Ｓｏ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ － ２) ＝
２ ＋ ０ ＋ １ ＝ ３. Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ τ１(ａ) ＝ ２ ｉｓ ２ｍ－３ .

Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｄｅｄｕｃｔｉｏｎꎬ ｗｈｅｎ ｍ > ４ꎬ
ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ ｏｆ Ｓｍ

３ (≥ ｍ) ｉｓ
２ｍ－４􀅰(２３ － １) － ２ ＋ ２􀅰２ｍ－３

＝ ７􀅰２ｍ－４ ＋ ２ｍ－２ － ２. □
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 ３ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ. Ｉｆ
ｍ ≥４ꎬ ｔｈｅｎ ｜ Ｓｍ

３ ( < ｍ) ｜ ＝ ５􀅰２ｍ－４ ＋ １.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ≥４. Ｓｉｎｃｅ ｜ Ｓｍ

３ ｜ ＝ ２ｍ － １ꎬ ｗｅ
ｈａｖｅ
｜ Ｓｍ

３ ( < ｍ) ｜ ＝ ２ｍ － １ －｜ Ｓｍ
３ (≥ ｍ) ｜

＝ ２ｍ － １ － ７􀅰２ｍ－４ － ２ｍ－２ ＋ ２
＝ ５􀅰２ｍ－４ ＋ １. □

Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ≥４. Ｓｉｎｃｅ ｆ(３) ＝ ２ｍ－２ － １ ａｎｄ ｔｈｅ
ｍ － ｉｎｔｅｇｒａｌ ｏｆ ３ ｉｓ ２ｍ － １ － ３􀅰２ ｉ ( ０ ≤ ｉ ≤
１ ＋ ｌｏｇ２(２ｍ － １) － ｌｏｇ２３ )ꎬ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｃｏｒｏｌｌａｒｙ.
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２􀆰 １ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ａｎｄ ｉ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｅｒｓ. Ｉｆ ｍ ≥４ ａｎｄ ０ ≤ ｉ≤１ ＋ ｌｏｇ２(２ｍ － １) －
ｌｏｇ２３ꎬ ｔｈｅｎ
｜ Ｓｍ

２ｍ－２－１( ＝ ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ
２ｍ－１－３􀅰２ｉ( ＝ ｍ) ｜ ＝ ５􀅰２ｍ－４ꎬ

｜ Ｓｍ
２ｍ－２－１( > ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ

２ｍ－１－３􀅰２ｉ( > ｍ) ｜ ＝ ５􀅰２ｍ－４ － １ꎬ
｜ Ｓｍ

２ｍ－２－１( < ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ
２ｍ－１－３􀅰２ｉ( < ｍ) ｜ ＝ ２ｍ－２ ＋ ２ｍ－３.

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 ４　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ. Ｔｈｅｎ

｜ Ｓｍ
５ ( ＝ ｍ) ｜ ＝ ２ꎬ ｉｆ ｍ ＝ ３ꎬ

２ｍ－３ꎬ ｉｆ ｍ ≥４.{
Ｐｒｏｏｆ 　 Ｉｆ ｍ ＝ ３ꎬ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｅｅ Ｓ３

５( ＝ ３) ＝
{(３ꎬ２)ꎬ(２ꎬ３)} . Ｓｏ ｜ Ｓ３

５( ＝ ３) ｜ ＝ ２.
Ｉｆ ｍ≥４ ａｎｄ (ａꎬｂ) ∈ Ｓｍ

５ ( ＝ ｍ)ꎬ ｔｈｅｎ ０ ≤ ａꎬ
ｂ < ２ｍ － １ꎬ ａ ＋ ｂ≡５ ｍｏｄ(２ｍ － １)ꎬ ａｎｄ ｗ(ａ) ＋
ｗ(ｂ) ＝ ｍ. Ｆｉｒｓｔ ｗｅ ｋｎｏｗ ａ > ５. Ｔｈｉｓ ｉｓ ｂｅｃａｕｓｅ ｗｅ
ｈａｖｅ ｂ ＝ ５ － ａ ａｎｄ ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) < ４ ≤ ｍ ｉｆ ａ ≤
５. Ｆｒｏｍ ａ > ５ ａｎｄ ａ ＋ ｂ ≡ ５ ｍｏｄ(２ｍ － １)ꎬ ｗｅ
ｄｅｄｕｃｅ ｂ ＝ ２ｍ － １ － (ａ － ５) . Ｓｉｎｃｅ
ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) ＝ ｗ(ａ) ＋ ｗ(２ｍ － １ － (ａ － ５))

＝ ｗ(ａ) ＋ ｍ － ｗ(ａ － ５)
＝ ｍꎬ

ｗｅ ｈａｖｅ ｗ(ａ) ＝ ｗ(ａ － ５) .
ｗ(ａ － ５) ＝ ｗ(ａ － ４) ＋ τ１(ａ － ４) － １

＝ ｗ(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) － ２
＝ ｗ(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ３) ＋
τ１(ａ － ４) － ３

＝ ｗ(ａ － １) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ － ２) ＋
τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) － ４

＝ ｗ(ａ) ＋ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ －
２) ＋ τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) － ５.

Ｓｏ ｗ(ａ) ＝ ｗ(ａ － ５) ｉｎｄｉｃａｔｅｓ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋
τ１(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) ＝ ５.

Ｉｆ τ１(ａ) ≥２ꎬ ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ
ａ ｉｓ ａｍ－１􀆺 ａ３ ａ２００. Ｔｈｅｎ ａ － ２ ＝ ａｍ－１􀆺 ａ２１０ ａｎｄ
ａ － ４ ＝ ａｍ－１􀆺 ａ２００. Ｓｏ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋
τ１(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) > ２ ＋ １ ＋ ２ ＝
５. Ｔｈｉｓ ｉｓ ｂｅｃａｕｓｅ ｏｎｅ ｏｆ τ１(ａ) ａｎｄ τ１(ａ － ４) ｉｓ
ｌａｒｇｅｒ ｔｈａｎ ２. Ｔｈｕｓ τ１(ａ) ＝ １ ｏｒ ０.
１) Ｗｈｅｎ τ１(ａ) ＝ １ꎬ ａ ｉｓ ｅｖｅｎ ａｎｄ τ１(ａ － １) ＝
τ１(ａ － ３) ＝ ０.

Ｗｈｅｎ τ１(ａ) ＝ １ ａｎｄ τ１(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ４) ＝
４ꎬ τ１(ａ) ＝ １ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ τ１(ａ － ２) ≥２. Ｉｆ τ１(ａ) ＝
１ ａｎｄ τ１(ａ － ２) ＝ ２ꎬ ｔｈｅｎ τ１(ａ － ４) ＝ １ꎬ ｗｈｉｃｈ
ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓ ｔｏ τ１(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ４) ＝ ４. Ｓｏ ｏｎｌｙ
τ１(ａ) ＝ １ꎬτ１(ａ － ２) ＝ ３ꎬ ａｎｄ τ１(ａ － ４) ＝ １ ｃａｎ
ｓａｔｉｓｆｙ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ. Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ
ａ ｍｕｓｔ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ａｍ－１􀆺 ａ４１０１０ꎬ ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ
ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ τ１(ａ) ＝
１ ａｎｄ τ１(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ４) ＝ ４ ｉｓ ２ｍ－４ .
２) Ｗｈｅｎ τ１(ａ) ＝ ０ꎬ ａ ｉｓ ｏｄｄ.

Ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅꎬ ｗｅ ｈａｖｅ τ１(ａ) ＝ τ１(ａ － ２) ＝
τ１(ａ － ４) ＝ ０ꎬ τ１(ａ － １) > ０ꎬ τ１(ａ － ３) > ０ꎬ ａｎｄ
τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ － ３) ＝ ５. Ｓｉｎｃｅ τ１(ａ － １) ＝ ２ ｏｒ
３ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ τ１(ａ － ３) ＝ １ꎬ ｗｈｉｃｈ ｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓ ｔｏ
τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ － ３) ＝ ５ꎬｗｅ ｈａｖｅ τ１(ａ －１) ＝ １ꎬ
τ１(ａ － ３) ＝ ４ ｏｒ τ１(ａ － １) ＝ ４ꎬτ１(ａ － ３) ＝ １.
２􀆰 １)Ｗｈｅｎ τ１(ａ － １) ＝ １ ａｎｄ τ１(ａ － ３) ＝ ４ꎬ ｔｈｅ
ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｍｕｓｔ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ａｍ－１􀆺
ａ５１００１１ꎬ ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ τ１(ａ － １) ＝ １ ａｎｄ τ１(ａ － ３) ＝ ４ ｉｓ
２ｍ－５ .
２􀆰 ２) Ｗｈｅｎ τ１(ａ － １) ＝ ４ ａｎｄ τ１(ａ － ３) ＝ １ꎬ ｔｈｅ

５２７
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ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｍｕｓｔ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｒｍ ｏｆ ａｍ－１􀆺
ａ５１０００１ꎬ ｗｈｉｃｈ ｍｅａｎｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ
ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ τ１(ａ － １) ＝ ４ ａｎｄ τ１(ａ － ３) ＝ １ ｉｓ
２ｍ－５ .

Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｄｅｄｕｃｔｉｏｎꎬ ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ
ｏｆ Ｓｍ

５ ( ＝ ｍ) ｉｓ ２ｍ－４ ＋ ２􀅰２ｍ－５ ＝ ２ｍ－３ ｗｈｅｎ ｍ≥４.
□

Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 ５ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ. Ｉｆ
ｍ ≥３ꎬ ｔｈｅｎ ｜ Ｓｍ

５ (≥ ｍ) ｜ ＝ ２ｍ－１ ＋ ２ｍ－３ － ２.
Ｐｒｏｏｆ　 Ｉｆ ｍ ＝ ３ꎬ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｔｏ ｓｅｅ Ｓｍ

５ (≥ ｍ) ＝
{(２ꎬ３)ꎬ(３ꎬ２)ꎬ(６ꎬ６)} . Ｓｏ ｜ Ｓｍ

５ (≥ ｍ) ｜ ＝ ３.
Ｉｆ ｍ > ３ ａｎｄ (ａꎬｂ) ∈ Ｓｍ

５ (≥ｍ)ꎬ ｔｈｅｎ ０ ≤ ａꎬ
ｂ < ２ｍ － １ꎬ ａ ＋ ｂ≡５ ｍｏｄ(２ｍ － １)ꎬ ａｎｄ ｗ(ａ) ＋
ｗ(ｂ)≥ｍ. Ｆｉｒｓｔ ｗｅ ｋｎｏｗ ａ > ５. Ｔｈｉｓ ｉｓ ｂｅｃａｕｓｅ ｗｅ
ｈａｖｅ ｂ ＝ ５ － ａ ａｎｄ ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) < ４ ≤ ｍ ｉｆ ａ ≤
５. Ｆｒｏｍ ａ > ５ ａｎｄ ａ ＋ ｂ ≡ ５ ｍｏｄ(２ｍ － １)ꎬ ｗｅ
ｄｅｄｕｃｅ ｂ ＝ ２ｍ － １ － (ａ － ５) . Ｓｉｎｃｅ
ｗ(ａ) ＋ ｗ(ｂ) ＝ ｗ(ａ) ＋ ｗ(２ｍ － １ － (ａ － ５))

＝ ｗ(ａ) ＋ ｍ － ｗ(ａ － ５)
≥ ｍꎬ

ｗｅ ｈａｖｅ ｗ(ａ) ≥ ｗ(ａ － ５) .
ｗ(ａ － ５) ＝ ｗ(ａ － ４) ＋ τ１(ａ － ４) － １

＝ ｗ(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) － ２
＝ ｗ(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ３) ＋
τ１(ａ － ４) － ３

＝ ｗ(ａ － １) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ － ２) ＋
τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) － ４

＝ ｗ(ａ) ＋ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ －
２) ＋ τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) － ５.

Ｓｏ ｗ(ａ) ≥ｗ(ａ － ５) ｉｎｄｉｃａｔｅｓ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋
τ１(ａ － ２) ＋ τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) ≤ ５.

Ｉｆ τ１(ａ) ≥２ꎬ ｗｅ ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ｏｆ ａ ｉｓ ａｍ－１􀆺ａ３ａ２００. Ｔｈｅｎ ａ － ２ ＝ ａｍ－１􀆺 ａ２１０ ａｎｄ
ａ － ４ ＝ ａｍ－１􀆺 ａ２００. Ｓｏ τ１(ａ) ＋ τ１(ａ － １) ＋ τ１(ａ
－ ２) ＋ τ１(ａ － ３) ＋ τ１(ａ － ４) > ２ ＋ １ ＋ ２ ＝ ５.
Ｔｈｉｓ ｉｓ ｂｅｃａｕｓｅ ｏｎｅ ｏｆ τ１(ａ) ａｎｄ τ１(ａ － ４) ｉｓ ｌａｒｇｅｒ
ｔｈａｎ ２. Ｔｈｕｓ τ１(ａ) ＝ １ ｏｒ ０.

１) Ｗｈｅｎ τ１(ａ) ＝ １ꎬ ｗｅ ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ ｂｉｎａｒｙ
ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｉｓ ａｍ－１􀆺ａ３ａ２１０. Ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ

ａ － １ ＝ ａｍ－１􀆺ａ３ａ２０１ꎬ
ａ － ２ ＝ ａｍ－１􀆺ａ３ａ２００ꎬ
ａ － ３ ＝ ａｍ－１􀆺ｂ３ ａ２１１ꎬ

ａ － ４ ＝ ａｍ－１􀆺ｂ３ ａ２１０ꎬ
ｗｈｅｒｅ ｂ３ ＝ ａ３ ｏｒ ｂ３ ＝ ａ３ .
１. １) Ｉｆ ａ２ ＝ １ꎬ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ
ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ τ１(ａ) ＝ １ ｉｓ ２ｍ－３ .
１. ２) Ｉｆ ａ２ ＝ ０ꎬ ｔｈｅｎ ａ３ ｍｕｓｔ ｂｅ １. Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ
ｏｆ ａ􀆳ｓ ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ ｔｈｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ τ１(ａ) ＝ １ ｉｓ ２ｍ－４ .

２) Ｗｈｅｎ τ１(ａ) ＝ ０ꎬ ａ ｉｓ ｏｄｄ. Ｓｕｐｐｏｓｅ ｔｈｅ
ｂｉｎａｒｙ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ａ ｉｓ ａｍ－１􀆺ａ４ａ３ａ２ａ１１.

２. １) Ｉｆ ａ１ ＝ ０ꎬ ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ
ａ － １ ＝ ａｍ－１􀆺ａ４ａ３ａ２００ꎬ
ａ － ２ ＝ ａｍ－１􀆺ｂ４ｂ３ ａ２１１ꎬ
ａ － ３ ＝ ａｍ－１􀆺ｂ４ｂ３ ａ２１０ꎬ
ａ － ４ ＝ ａｍ－１􀆺ｂ４ｂ３ ａ２０１ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｂｉ ＝ ａｉ ｏｒ ｂｉ ＝ ａｉ .
Ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｔ ｌｅａｓｔ ｏｎｅ １ ａｍｏｎｇ ａ２ꎬ ａ３ ａｎｄ ａ４ .

Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅ ｉｓ ２ｍ－５􀅰(２３ －
１) － １ . Ｈｅｒｅ ｗｅ ｒｅｍｏｖｅ ｔｈｅ ｃａｓｅ ａ ＝ ０ 􀆺 ０１０１
＝ ５ .

２􀆰 ２) Ｉｆ ａ１ ＝ １ꎬ ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ
ａ － １ ＝ ａｍ－１􀆺 ａ４ ａ３ ａ２１０ꎬ
ａ － ２ ＝ ａｍ－１􀆺 ａ４ ａ３ ａ２０１ꎬ
ａ － ３ ＝ ａｍ－１􀆺 ａ４ ａ３ ａ２００ꎬ
ａ － ４ ＝ ａｍ－１􀆺 ｂ４ ｂ３ ａ２１１ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｂｉ ＝ ａｉ ｏｒ ｂｉ ＝ ａｉ .
Ｔｈｅｒｅ ｉｓ ａｔ ｌｅａｓｔ ｏｎｅ １ ａｍｏｎｇ ａ２ꎬ ａ３ ａｎｄ ａ４ .

Ｔｈｕｓ ｔｈｅ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ａ􀆳ｓ ｉｎ ｔｈｉｓ ｃａｓｅ ｉｓ ２ｍ－５􀅰(２３ － １)
－ １. Ｈｅｒｅ ｗｅ ｒｅｍｏｖｅ ｔｈｅ ｃａｓｅ ａ ＝ １􀆺１.

Ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｄｅｄｕｃｔｉｏｎꎬ ｗｈｅｎ ｍ ≥ ４ꎬ
ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ ｏｆ Ｓｍ

５ (≥ ｍ) ｉｓ
２ｍ－３ ＋ ２ｍ－４ ＋ ２ｍ－５ 􀅰 ( ２３ － １) － １ ＋

２ｍ－５􀅰(２３ － １) － １ ＝ ２ｍ－１ ＋ ２ｍ－３ － ２. □
Ｔｈｅｏｒｅｍ ２􀆰 ６ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ. Ｉｆ
ｍ ≥３ꎬ ｔｈｅｎ ｜ Ｓｍ

５ ( < ｍ) ｜ ＝ ２ｍ－１ － ２ｍ－３ ＋ １.
Ｐｒｏｏｆ 　 Ｗｈｅｎ ｍ ≥ ３ꎬ ｓｉｎｃｅ ｜ Ｓｍ

５ ｜ ＝ ２ｍ － １ꎬ
ｗｅ ｈａｖｅ

｜ Ｓｍ
５ ( < ｍ) ｜ ＝ ２ｍ － １ －｜ Ｓｍ

５ (≥ ｍ) ｜
＝ ２ｍ － １ － ２ｍ－１ － ２ｍ－３ ＋ ２
＝ ２ｍ－１ － ２ｍ－３ ＋ １. □

Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ≥４. Ｓｉｎｃｅ ｆ(５) ＝ ２ｍ－１ － ３ꎬ ｆ ２(５)
＝ ２ｍ－２ ＋ １ꎬ ｆ ３(５) ＝ ３􀅰２ｍ－３ － １ ａｎｄ ｔｈｅ ｍ￣ｉｎｔｅｇｒａｌ
ｏｆ ５ ｉｓ ２ｍ － １ － ５􀅰２ ｉ ( ０ ≤ ｉ ≤ １ ＋ ｌｏｇ２(２ｍ

－ １) － ｌｏｇ２５ )ꎬ ｗｅ ｈａｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｃｏｒｏｌｌａｒｉｅｓ.

６２７
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Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２􀆰 ２ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ａｎｄ ｉ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｅｒｓ. Ｉｆ ｍ ≥４ ａｎｄ ０ ≤ ｉ≤１ ＋ ｌｏｇ２(２ｍ － １) －
ｌｏｇ２５ꎬ ｔｈｅｎ

｜ Ｓｍ
２ｍ－１－３( ＝ ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ

２ｍ－２＋１( ＝ ｍ) ｜
＝ ｜ Ｓｍ

３􀅰２ｍ－３－１( ＝ ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ
２ｍ－１－５􀅰２ ｉ( ＝ ｍ) ｜ ＝ ２ｍ－３ .

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２􀆰 ３ 　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ａｎｄ ｉ ａｒｅ ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｉｎｔｅｇｅｒｓ. Ｉｆ ｍ ≥４ ａｎｄ ０ ≤ ｉ≤１ ＋ ｌｏｇ２(２ｍ － １) －
ｌｏｇ２５ꎬ ｔｈｅｎ

｜ Ｓｍ
２ｍ－１－３( > ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ

３􀅰２ｍ－３－１( > ｍ) ｜
＝ ｜ Ｓｍ

２ｍ－１－５􀅰２ ｉ( > ｍ) ｜ ＝ ２ｍ－１ － ２ｍ－３ － １ꎬ
｜ Ｓｍ

２ｍ－１－３( < ｍ) ｜ ＝ ｜ Ｓｍ
３􀅰２ｍ－３－１( < ｍ) ｜

＝ ｜ Ｓｍ
２ｍ－１－５􀅰２ ｉ( < ｍ) ｜ ＝ ２ｍ－１ꎬ

｜ Ｓｍ
２ｍ－２＋１( > ｍ) ｜ ＝ ２ｍ－１ － ２ꎬ

｜ Ｓｍ
２ｍ－２＋１( < ｍ) ｜ ＝ ２ｍ－１ － ２ｍ－３ ＋ １.

Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｍｅｔｈｏｄꎬ ｗｅ ｃａｎ ａｌｓｏ ｃａｌｃｕｌａｔｅ
ｔｈｅ ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｉｅｓ ｏｆ Ｓｍ

７ ( ＝ ｍ)ꎬ Ｓｍ
７ ( ≥ ｍ)ꎬ ａｎｄ

Ｓｍ
７ ( < ｍ) .

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ ２􀆰 ４　 Ｓｕｐｐｏｓｅ ｍ ｉｓ ａ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ. Ｉｆ
ｍ ≥７ꎬ ｔｈｅｎ

｜ Ｓｍ
７ ( ＝ ｍ) ｜ ＝ ２１􀅰２ｍ－６ꎬ

｜ Ｓｍ
７ (≥ ｍ) ｜ ＝ ２ｍ － ２１􀅰２ｍ－６ － ２ꎬ

｜ Ｓｍ
７ ( < ｍ) ｜ ＝ ２１􀅰２ｍ－６ ＋ １.

３　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ
Ｉｎ ｓｕｍｍａｒｙꎬ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｂａｓｅｄ ｏｎ Ｔｕ －

Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ ｈｏｌｄ ａ ｇｒｅａｔ ｄｅａｌ ｏｆ ｇｏｏｄ
ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓꎬ ｂｕｔ ｉｔ ｉｓ ａ ｃｈａｌｌｅｎｇｅ ｔｏ ｇｉｖｅ
ａ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｐｒｏｏｆ ｏｆ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ. Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒꎬ ｗｅ ｐｒｅｓｅｎｔ ｔｈｅ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｆｏｒｍｕｌａｓ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｉｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｃｅｒｔａｉｎ Ｈａｍｍｉｎｇ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ ｓｅｔｓ
ｕｓｉｎｇ ａ ｎｅｗ ｍｅｔｈｏｄ. Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ
ｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓ ｏｆ Ｔｕ￣Ｄｅｎｇ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ.

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
[ １ ]　 Ｇｏｌｏｍｂ Ｓ Ｗꎬ Ｇｏｎｇ Ｇ. Ｓｉｇｎａｌ ｄｅｓｉｇｎ ｆｏｒ ｇｏｏｄ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｆｏｒ

ｗｉｒｅｌｅｓｓ ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎꎬ ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ ａｎｄ ｒａｄａｒ [ Ｍ]. Ｎｅｗ
Ｙｏｒｋ: Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓꎬ ２００５.

[ ２ ] 　 Ｃａｒｌｅｔ Ｃꎬ Ｄｉｎｇ Ｃ Ｓ. Ｈｉｇｈｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｍａｐｐｉｎｇｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆ Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙꎬ ２００４ꎬ ２０(２ / ３): ２０５￣２４４.

[ ３ ] 　 Ｐｅｉ Ｄ Ｙꎬ Ｑｉｎ Ｗ Ｌ. Ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｏｆ ａ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｉｔｈ
ｉｔｓ ｖａｒｉａｂｌｅｓ [ Ｃ ] ∥ Ｒｏｙ Ｂꎬ Ｏｋａｍｏｔｏ Ｅ. Ｐｒｏｇｒｅｓｓ ｉｎ
Ｃｒｙｐｔｏｌｏｇｙ￣ＩＮＤＯＣＲＹＰＴ ２０００. Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ Ｂｅｒｌｉｎ Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇꎬ
２０００ꎬ １９７７: １￣８.

[ ４ ] 　 Ｓｉｅｇｅｎｔｈａｌｅｒ Ｔ. Ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ ｉｍｍｕｎｉｔｙ ｏｆ ｎｏｎ￣ｌｉｎｅａｒ ｃｏｍｂｉｎｉｎｇ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ [ Ｊ ] . ＩＥＥＥ
Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎ ｏｎ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｔｈｅｏｒｙꎬ １９８４ꎬ ３０: ７７６￣７８０.

[ ５ ] 　 Ｋａｔｚ Ｊꎬ Ｌｉｎｄｅｌｌ Ｙ. Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ ｍｏｄｅｒｎ ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ[Ｍ].
Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ ＤＣ: ＣＲＣ ＰＲＥＳＳꎬ ２００７.

[ ６ ] 　 Ｍａｔｓｕｉ Ｍ. Ｌｉｎｅａｒ ｃｒｙｐｔａｎａｌｙｓｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ＤＥＳ ｃｉｐｈｅｒ[Ｃ]∥
Ｈｅｌｌｅｓｅｔｈ Ｔ. Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｃｒｙｐｔｏｌｏｇｙ￣ＥＵＲＯＣＲＹＰＴ １９９３.
Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ Ｂｅｒｌｉｎ Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇꎬ １９９４ꎬ ７６５: ３８６￣３９７.

[ ７ ] 　 Ｃｏｕｒｔｏｉｓ Ｎ Ｔꎬ Ｍｅｉｅｒ Ｗ. Ａｌｇｅｂｒａｉｃ ａｔｔａｃｋｓ ｏｎ ｓｔｒｅａｍ ｃｉｐｈｅｒｓ
ｗｉｔｈ ｌｉｎｅａｒ ｆｅｅｄｂａｃｋ[Ｃ]∥Ｂｉｈａｍ Ｅ. Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎ Ｃｒｙｐｔｏｌｏｇｙ￣
ＥＵＲＯＣＲＹＰＴ ２００３. Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ Ｂｅｒｌｉｎ Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇꎬ ２００３ꎬ
２６５６: ３４５￣３５９.

[ ８ ] 　 Ｃｏｕｒｔｏｉｓ Ｎ Ｔ. Ｆａｓｔ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ａｔｔａｃｋｓ ｏｎ ｓｔｒｅａｍ ｃｉｐｈｅｒｓ ｗｉｔｈ
ｌｉｎｅａｒ ｆｅｅｄｂａｃｋ [ Ｃ ] ∥ Ｂｏｎｅｈ Ｄ. Ａｄｖａｎｃｅｓ ｉｎＣｒｙｐｔｏｌｏｇｙ￣
ＣＲＹＰＴＯ ２００３. Ｓｐｒｉｎｇｅｒꎬ Ｂｅｒｌｉｎ Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇꎬ ２００３ꎬ ２７２９:
１７６￣１９４.

[ ９ ] 　 Ｘｉｅ Ｙ Ｈꎬ Ｈｕ Ｌ. Ａ ｍａｔｒｉｘ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｗｉｔｈ ｍａｘｉｍｕｍ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｉｍｍｕｎｉｔｙ [ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｙｓｔｅｍｓ
Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙꎬ ２０１２ꎬ ２５: ７９２￣８０１.

[１０] 　 Ｔｕ Ｚ Ｒꎬ Ｄｅｎｇ Ｙ Ｐ. Ａ ｃｏｎｊｕｃｔｕｒｅ ａｂｏｕｔ ｂｉｎａｒｙ ｓｔｒｉｎｇｓ ａｎｄ ｉｔｓ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｎ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｏｐｔｉｍａｌ
ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｉｍｍｕｎｉｔｙ[ Ｊ] . Ｄｅｓｉｇｎｓꎬ Ｃｏｄｅｓ ａｎｄ Ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙꎬ
２０１１ꎬ ６０: １￣１４.

[１１] 　 Ｔｕ Ｚ Ｒꎬ Ｄｅｎｇ Ｙ Ｐ. Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇ ｍｏｓｔ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｉｃ ｃｒｉｔｅｒｉａ [ Ｊ ] . Ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬ
２０１２ꎬ １６０: ４２７￣４３５.

[１２] 　 Ｌａｎｇｅｖｉｎ Ｐꎬ Ｌｅａｎｄｅｒ Ｇ. Ｍｏｎｏｍｉａｌ ｂｅｎｔ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ａｎｄ
Ｓｔｉｃｋｅｌｂｅｒｇｅｒ􀆳ｓ ｔｈｅｏｒｅｍ [ Ｊ ] . Ｆｉｎｉｔｅ Ｆｉｅｌｄｓ ａｎｄ Ｔｈｅｉｒ
Ａｐｐｉｌｉｃａｔｉｏｎｓꎬ ２００８ꎬ １４: ７２７￣７４２.

[１３] 　 Ｃａｒｌｅｔ Ｃꎬ Ｆｅｎｇ Ｋ Ｑ. Ａｎ ｉｎｆｉｎｉｔｅ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｂａｌａｎｃｅｄ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
ｗｉｔｈ ｏｐｔｉｍａｌ ａｌｇｅｂｒａｉｃ ｉｍｍｕｎｉｔｙꎬ ｇｏｏｄ ｉｍｍｕｎｉｔｙ ｔｏ ｆａｓｔ
ａｌｇｅｂｒａｉｃ ａｔｔａｃｋｓ ａｎｄ ｇｏｏｄ ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ [ Ｃ] ∥ Ｐｉｅｐｒｚｙｋ Ｊ.
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Ｈｅｉｄｅｌｂｅｒｇꎬ ２００８ꎬ ５３５０: ４２５￣４４０.

[１４] 　 Ｔｕ Ｚ Ｒ. Ｄｅｓｉｇｎ ａｎｄ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ Ｂｏｏｌｅａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ｕｎｄｅｒ
ａｌｇｅｂｒａｉｃ ａｔｔａｃｋｓ[Ｄ]. Ｂｅｉｊｉｎｇ: Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ
Ｓｙｓｔｅｍｓ Ｓｃｉｅｎｃｅꎬ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ａｃａｄｅｍｙ ｏｆ Ｓｃｉｅｎｃｅｓꎬ ２００９ ( ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ) .

[１５] 　 Ｃｕｓｉｃｋ Ｔ Ｗꎬ Ｌｉ Ｙꎬ Ｓｔａｎｉｃａ Ｐ. Ｏｎ ａ ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ
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ｅｐｒｉｎｔ. ｉａｃｒ. ｏｒｇ / ２００９ / ５５４. ｐｄｆ.

[１６] 　 Ｆｌｏｒｉ Ｊ Ｐꎬ Ｒａｎｄｒｉａｍ Ｈꎬ Ｃｏｈｅｎ Ｇꎬ ｅｔ ａｌ. Ｏｎ ａ ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ
ａｂｏｕｔ ｂｉｎａｒｙ ｓｔｒｉｎｇｓ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ [ Ｃ] ∥ Ｃａｒｌｅｔ Ｃꎬ Ｐｏｔｔ Ａ.
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