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摘>要>C5e.度量是紧黎曼面上带奇点的 1Q3)1:+,lu6,1)度量 M本文给出一个带锥奇点的
非常曲率 C5e.度量$*’*G5;5C5e.度量%的存在性定理!并讨论一般 *’*G5;5C5e.度量
的能量积分公式M
关键词>1Q3)1:+,lu6,1)度量" 1Q3)1:+,C1):/3/+* 度量" *’*G5;5C5e.度量" 锥奇点" 8(2V
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2/*U(,+)/34% 8(2V 2/*U(,+)/34

>>本文主要研究紧黎曼面上的 C5e.度量
问题=

FK背景和主要定理

一般意义上的 1Q3)1:+,lu6,1)度量最早由
5+,+W/在文献&"’中提出#目的是在一个紧 lu6,1)

流形的固定 lu6,1)类 中找到最好的度量 M具体
地#设 :为一个紧 lu6,1)流形#在一个固定的

lu6,1)类中#1Q3)1:+,lu6,1)度量 是下述 5+,+W/
能量的临界点

5!1" M3: J# 91#
这里 J是 lu6,1)类中度量 1 的数量曲率# 5!1"
的欧拉 h拉格朗日方程是

J#() M$# " & (# ) & 9/:!:# !""
这里 J#() 是 J的 # 阶!$##"型协变导数 M因此我
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们称在一个紧 lu6,1)流形 :上满足!"" 的度量
为 1Q3)1:+,lu6,1)度量M

当 :是紧黎曼面时#5+,+W/在文献&"’中证
明 1Q3)1:+,lu6,1)度量就是常曲率!5;5"度量 M
自然地问题是如果在 紧黎曼面上 1Q3)1:+,lu6,1)
度量有奇点#是不是仍是常曲率度量 M答案是否
定的M在紧黎曼面上带奇点的 1Q3)1:+,lu6,1)度
量 通常被称为 C5e.!361C122/+* ’-3618()0+3()1
’-361:13)/8/2(:W/,/8+,"度量 M文献 &#’给出了
只带 8(2V 奇点的 C5e.度量的 分类#其中在球
面上确实存在非常曲率的 C5e.度量 M下文中
我们简称非常曲率的 C5e.度量为 *’*G5;5
C5e.度量 M之后# 文献 & ! ’研究带锥奇点的
*’*G5;5C5e.度量#研究了它的构造#并给出了
一个这种 C5e.度量存在的障碍性定理 M文献
&J’给出带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量的局部
结构# 证明了任何一个带锥奇 点的 *’*G5;5
C5e.度量都是由一些 结构最简单的带锥奇点
的 *’*G5;5C5e.度量粘起来的#这种结构最简
单的 带 锥 奇 点 的 *’*G5;5 C5e. 度 量 称 为
-’’3W+,,M文献&J’还给出了任意两个 -’’3W+,,能粘
在一起的充要条件 M接下来#文献&D’用复分析
的方法给出了带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量#
得到了 任何一个带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度
量都与一个底流形上特殊的亚纯 " h形式有关#
这种亚纯 " h形式被称为该 C5e.度量的 特征 "
h形式M文献&%’将文献&D’中的结果推广到了
既带锥奇点又带 8(2V 奇点的 *’*G5;5C5e.度
量上M

本文将利用上述结果研究两方面问题M第一
是带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量的存在性问
题#第二是关于 *’*G5;5C5e.度量 的能量积分
问题M

第一个问题的结果如下$
定理 FTF>令 #"#####! 为 3# 上任意 ! 个点# ("#

(##(! 为正实数且都不为 "M则在 3
# 上存在以 #"#

####! 为 锥奇点并且锥角度分别为 #%("##%(##
#%(! 的 *’*G5;5C5e.度量的充要条件为 ("#
(##(! 中至少有一个整数M

第二个问题的结果如下$
定理 FTD>设:为紧黎曼面##"####2##?为:上
?个点# 1 为 :上 *’*G5;5C5e.度量#并且以
#"####2##?为奇点 M又设 K为 1 的高斯曲率#

-W"#W##2#W3. 4 :v-#"####2##?. 为 K的光滑
极值点集# *为 1 的特征 " h形式 M记 :[M
:v-#"####2##?#W"#W##2#W3. #令

5(!1" M3:[K(91# ( M$#"###2#

称为 1 的第 ( 个能量积分M则

5(!1" M
% (:+Q!K

(P"
" NK(P"# "

!( P""!K" NK#"!K# P# K""
#

这里 (:+Q表示 K的最大值点处的锥角度之和# K"
和 K# 分别表示 K的最大和最小值M

注$在定理 "M# 中# 1 可以是只带锥奇点的
*’*G5;5C5e.度量#也可以是既带锥奇点又带
8(2V 奇点的 *’*G5;5C5e.度量 M事实上#文献
&J’已经计算出了一个 -’’3W+,,的面积#再利用文
献&J’中得到的任意 两个 -’’3W+,,能粘在一起的
充要条件!见下文定理 #M!"#可以得到任何一个
带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量的面积 M文献
&D’定义了带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量的特
征 " h形式#并且说明利用特征 " h形式也能计算
出带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量的面积和
5+,+W/能 量#但是没有给出具体的公式 M文献
&%’将文献&D’的结果推广到了带锥奇点和 8(2V
奇点的 *’*G5;5C5e.度量上#也定义了相应的
特征 " h形式M定理 "M# 利用 *’*G5;5C5e.度
量的特征 " h形式给出了只带锥奇点以及既带锥
奇点又带8(2V 奇点的 *’*G5;5C5e.度量的第 (
个能量积分公式#自然也包括了面积和 5+,+W/能
量的表达式M

DK预备知识

DTFK#,0B度量$锥奇点和 17$@奇点
设 :为紧黎曼面# #"####2##?为 :上 ?个

点M又设 1是 :v-#"####2##?. 上的光滑保角度
量#如果 1 满足

+1KPK
# M5# !#"

这里 K为 1 的高斯曲率# 5为实常数#称 1 为 :
上 1Q3)1:+,C1):/3/+* 度量 M!#"等价于在局部复
坐标系下有

5 K#FF

5 F
N M$# !!"

见文献&!’M如果 1 满足在局部复坐标系下
K#FF M$# !J"

称 1 为 C5e.度量=明显 C5e.度量一定是

@"
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1Q3)1:+,C1):/3/+* 度量#并且 C5e.度量就是
1Q3)1:+,lu6,1)度量在 :v-#"####2##?. 上的直
接推 广=在 下 文 中# 我 们 一 直 假 设 1Q3)1:+,
C1):/3/+* 度量和 C5e.度量有有限的 面积和有
限的 5+,+W/能量#即

3:v-#"####2##?.
91 SP##

3:v-#"####2##?.
K# 91 SP#Q !D"

下面介绍锥奇点和 8(2V 奇点$
定义 #M">设]为黎曼面##%]M又设 !7#F" 为
#附近的局部复坐标系且 F!#" M$ # 1 为 7v-#.
上光滑度量M如果 1 M1#,w9FO# # 并且,N!(N
"",*OFO!(T$" 在 #处连续#称 #为 1的锥奇点
并且 1 在 #处有锥角度 #%(M
定义 #M#>设]为黎曼面##%]M又设 !7#F" 为
#附近的局部复坐标系且 F!#" M$ # 1 为 7v-#.
上的光滑度量 M如果 1 x1#,w9FO# # 并且 ,/:

F($

,P,* OFO
,* OFO

M$ #称 #为 1 的 8(2V 奇点M

事实上#如果C5e.度量满足!D"#则它的奇点
或者是锥奇点或者是8(2V奇点#见文献&%GA’M

DTDK带锥奇点的 (3(<,C,#,0B度量的
基本性质$=3384’55分解与粘合

仍然假设 :为紧黎曼面# #"####2##?为 :
上 ?个点# 1 为 :v-#"####2##?. 上光滑保角度
量M设 !7#F" 为 :v-#"####2##?. 上的局部复
坐标系#则 1 在 7上可写成

1 M1#,O9FO##

于是高斯曲率 KMN1N#,+,#这里+MJ 5
#

5F5F
M如

果 1 为 :v-#"####2##?. 上的 C5e.度量#即式
!J"成立#这等价于

$KM N槡 " 1N#,KF
5
5F

为 :v-#"####2##?. 上 的全纯向量场#这也等
价于

+M "
# N槡 " 1N#,KF

5
5F
N N槡 " 1N#,KF

5
5( )F

为 :v-#"####2##?. 上的 l/,,/*U向量场 M进一
步#如果 1 是 *’*G5;5C5e.度量#$K和 +都是
非平凡的M

现在假设 1 为 *’*G5;5C5e.度量# #"####

2##?为 1 的锥奇点#并且 1 在 #"####2##?处分
别有锥角度 #%("##%(##2##%(? #这里 ("#(##
2#(?都为正实数并且都不为 "#因为文献&I’证
明了如果 C5e.度量在某点处的锥角度为 #%#
则度量在该点处光滑#即该点实际上不是度量的
奇点M561*&!’通过研究 +以及 +的积分曲线得
到如下重要结论$
命题 DTF!文献&!’">高斯曲率 K可以连续地延
拓到整个 :上M

命题 DTD !文献 &!’">+的奇点数有限#并且 +
的奇点集一定是 K的鞍点集和 K的局部极值点
集的并集#这里 K的鞍点是指存在两条以上 +的
积分曲线在该点相交M
命题 DTH!文献&!’"> K的鞍点必为 1的锥奇点#

并且K的鞍点锥角度为 #%(形式#这里(为整数#
进一步 +在 K的鞍点处的旋转指标为 (N" M
命题 DTL!文献&!’"> 1 的锥奇点除了 K的鞍点
外#都是K的局部极值点MK的光滑临界点都是局
部极值点#即 K的局部极值点分成 # 类$一类是 1
的除鞍点外的锥奇点#另一类是 K的全部光滑临
界点M+在 K的任何一个局部极值点处的旋转指
标都是 "M

定理 DTF!文献&!’">设 -#"####2##H. 4 -#"#
###2##?. 为 K鞍点集#则 :的欧拉示性数为

-!:" M’
H

-M"
!(-N"" P!?NH" P3# !%"

这里 3 表示 K的光滑临界点个数M
注$定理 #M" 是将 [’/*8+)phC’V-定理应用

到 +上并且结合命题 #M###M! 和 #MJ 得到的M
由定理 #M"#可以得到如果 K没有鞍点#

-!:" M?P3 T$ #因此#:为球面#并且 ?P3
M# #即 K只有 # 个局部极值点分别在 K的 最
大(最小值点处M这种 C5e.度量实际上是旋转
对称的#称为 -’’3W+,,#如图 " 所示=

图 FKW3384’55
W-)/FKW3384’55

K

A"
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>>这里南北极分别是 K的最小(最大值点#并
且度量在两点处的锥角度分别为 #%) ( #%(# (
T) #纬线为+的积分曲线M具体地#
1 M9 E# P*!E " # 9 %#!$ & E & .#$ & %& #%"#
这里 *!E" 满足基本性质$ *!$" M*!." M $ %
*[!$" M(# *[!." MN) %*!E" T$#E% !$#." M
由于 1 为 C5e.度量#*还要满足其他性质#关于
-’’3W+,,的详细描述见文献&J’M为了方便#记这
样的 -’’3W+,,为 3#-(#). M此外#文献&!’还给出了利
用 -’’3W+,,构造复杂一些 *’*G5;5C5e.度量的
方法#例如$取 # 个相同的-’’3W+,,# 3#- "# # "! . #见图 #=

分别从 K的最小值点沿经线剪开相同的距离#然
后将 经线 C和C[#^和 [̂粘在一起#于是得到一
个新 *’*G5;5C5e.度量#这个 C5e.度量 有锥

角度 #%"#
##%"#

#J%##%#!
#>!>["是K的鞍点#

锥角度为 J%M

图 DKD 个 =3384’55粘合
W-)/DKN57-() 3=8?3 =3384’55$

K

文献&J’继续文献&!’中的研究#得到了下面
一些结果=

命题 DTM !文献 & J ’" > 带锥奇点的 *’*G5;5
C5e.度量#任何 K的局部极值点都是 K的最大
或最小值点M如果记 K" (K# 为 K的最大最小值#

则 K" T$#K" TK# TN!K" PK#" M

定理 DTD !文献 & J ’" > 带锥奇点的 *’*G5;5
C5e.度量都可以沿着有限条从 K的最大值点
到 K的最小值点的测地线 !这些测地线与 +垂
直"将底流形剖分成有限多片#而每一片都与某
个 -’’3W+,,等距M

定理 DTH !文献 & J ’" >两个 -’’3W+,,3#-("#)". 与

3#-(##)#. 能沿着经线或经线的一段粘起来的充要条

件是$

("
)"
M
(#
)#
#
("
(#
M
>"
>#
#

这里 >" ( ># 分别表示 3
#
-("#)". 和 3

#
-(##)#. 的面积M

DTHK特征 F X形式与(3(<,C,#,0B度量
#M!M">带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量

文献&D’用复分析的方法研究了带锥奇点的
*’*G5;5C5e.度量M具体地#其定义了 $K的对
偶 " h形式#称为特征 " h形式 M证明了特征 " h

形式为亚纯 " h形式#研究了特征 " h形式在奇点
处的阶以及留数性质#并且利用特征 " h形式构
造出了 *’*G5;5C5e.度量M

仍沿用之前的记号#令 :是紧黎曼面# #"#
###2##?为 :上 ?个点# 1 为 :上的 *’*G5;5
C5e.度量#在#"####2##?处有锥奇点并且有锥
角度 #%("##%(##2##%(?M又设-#"####2##H.

4 -#"####2##?. 为 K的鞍点# -#HP"##HP##2##_.

4 -#"####2##?. 为 K的最大值点# -#_P"##_P##
2##?. 4 -#"####2##?. 为 K的最小值点M再设
-W"#W##2#W3. 4 :v-#"####2##?. 为 K的光滑
极值点#其中 W"#W##2#W;为 K的最大值点#W;P"#
W;P##2#W3为K的最小值点M则 $K在:v-#"####
2##?#W"#W##2#W3. 上处处非零# 于是定义 *为
$K的对偶 " h形式#具体地#令 *为 :v-#"####
2##?#W"#W##2#W3. 上的全纯 " h形式且 *!$K"

M N槡 "
J

!这里 N槡 "
J 是技术性常数"#称 *为 1

的特征 " h形式M于是有下列结果$

定理 DTL!文献&D’"> *为 :上亚纯 " h形式 M
#"####2##H为 *的零点并且 *在 #-#-M"###2#
H处的阶为 (-N" M#HP"##HP##2##?#W"#W##2#W3
都是 *的单极点M

定理 DTM!文献&D’">""在 :v-#"####2##?#W"#
W##2#W3. 上有#

5KM!NK
!

!
P5KP5["*# !@"

这里 5是!#"式中常数# 5[是实常数=
#"在 :v-#"####2##?#W"#W##2#W3. 上有

1 MJ!NK
!

!
P5KP5["*6*M !A"

>>!" NK
!

!
P5KP5[MN"

!
!KNK""!KNK#"

!KPK" PK#"# !I"

这里 K" ( K# 分别为 K的最大最小值M

定理 DTG!文献&D’"> 令(
‘
:+QM(HP" P(HP# P2 P

(_P;# (
‘
:/* M(_P" P(_P# P2 P(? P3 N;#

I"
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"MN
(
‘
:+Q

(
‘
:/*

#& MN !
!K" NK#"!K# P# K""

M则 "

SN"#K# MN
"P#
#"P"

K" M并且在 #<#<MHP"#HP

##2#_处#*的留数为&(<%在#A#AM_P"#_P
##2#?处# *的留数为 "&(A%在 W&# &M"###
2#;处#*的留数为 &% 在 W.#.M;P"#;P##
2#3 处# *的留数为 "&M

注$由于文献&I’证明了如果 C5e.度量在
某点处的锥角度为 #%#则度量在该点处光滑 M因
此# 可以把 K的光滑极值点看成锥角度为 #%的
锥奇点M在这种观点下# (:+Q7 #%(

‘
:+Q# (:/* 7

#%(
‘
:/*分别可以看成K的最大值点和最小值点的

角度之和M同样在这种观点下#如果 #为 K的最
大值点# *在 #处的留数可以写成 &(#这里 #%(
为 1 在 #处的锥角度#类似地#如果 #为 K的最小
值点# *在 #处的留数为 "&(#这里 #%(为 1 在
#处的锥角度M
#M!M#>既带锥奇点又带 8(2V 奇点的 *’*G5;5
C5e.度量

文献&% ’将文献 & D ’的结果推广到了既带
锥奇点又带 8(2V 奇点的 *’*G5;5C5e.度量
上 M具体地#令 :为紧 黎曼面# #" ### #2##?
为 :上 ?个点# 设 1 为 :上 *’*G5;5C5e.
度量# #" ### #2##=!$ S=& ?" 为 1 的 8(2V 奇
点# #=P" ##=P# #2##?为 1 的锥奇点并且分别有
锥角度 #%(=P" ##%(=P# #2##%(?M则有下列
结论$
命题 DTG!文献&%’">高斯曲率 K为 :上的连续
函数M
命题 DTY !文献 & % ’" >存在实常数 5[使得在
:v-#"####2##?. 上#

NJ N槡 " $K!K" MNK
!

!
P5KP5[M

命题 DTI!文献&%’"> K的光滑极值点数有限M
由命题 #MA#设 W" #W# #2#W3 为 K的所有光滑极
值点 M于是 $K为 :v-#" ### #2##?#W" #W# #2#
W3. 上处处非零的全纯向量场 M因此#可以像
在 #M!M" 中那样定义 $K的对偶 " h形式 *#

*!$K" M N槡 "
J

#称为 1 的特征 " h形式 M于

是有$
定理 DTY!文献&%’"> *为 :上亚纯 " h形式#

在 :v-#"####2##?#W"#W##2#W3. 上有$

""5KM!NK
!

!
P5KP5["*#

#"1 MJ!NK
!

!
P5KP5["**

N

M

定理 DTI!文献&%’">存在 /S$ #使得 ,/:
#(#.
K!#"

M/# .M"###2#= #并且

NK
!

!
P5KP5[MN "

!
!KN/" #!KP#/"M

进一步#在 :v-#"####2##?#W"#W##2#W3.
上# /SKSN#/=
定理 DTQ!文献&%’"> 1 的 8(2V 奇点都是 *的单
极点#并且*在该极点处有正留数M在K的光滑极
值点 W"#W##2#W3 处#K的 取值都是 N#/#并且 *

在每个 K的光滑极值点处的留数都是 N "
! /#

M

定理 DTFE!文献&%’">每个 1 的锥奇点或者是 *
的零点或者是 *的单极点#不妨设 #=P"##=P##2#
#=PH为 *的零点# #=PHP"##=PHP##2##?为 *的单极
点 M则 (-# -M= P"#= P##2#= PH#为整数# *
在 #-处的阶为 (-N" #K可以光滑延拓到 #-处#/
S,/:
#(#-
K!#" SN#/并且 9K!#-" M$ #即 #-为 K的

鞍点M在 #A# AM= PHP"#= PHP##2#?#处#

*的留数为 N
(A
! /#

并且 ,/:
#(#A
K!#" MN#/M

HK定理 FTF 的证明

在定理 "M" 的证明中#必要性的证明比较容
易#充分性的证明主要是将文献 &!’中构造 *’*G
5;5C5e.度量的方法推广M
定理 FTF 的证明>!必要性 "设 3# 上存在以 #" #
## ##! 为锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量 1 #并且
1 在 #" ### ##! 处的锥角度分别为 #%(" ##%(# #
#%(!M如果 (" # (# # (! 中没有整数#由命题
#M!# K没有鞍点#又由定理 #M"# 1 为 -’’3W+,,M
再由定理 #M"#公式 ! % "成立#而公式 ! % "左边
为 ##右边为 ! P30 ! #矛盾 M因此# (" #(# #(!
中必有整数 M

!充分性"如果 ("#(##(! 中有整数#不妨设
(" 为整数M则 (" N" 0 " #并且 (" N" P(# T(!
或者 (" N" P(! T(# #不妨假设前者成立M令 !

M
(!

(" N" P(#
# 则 ! S " M取 (" 个 -’’3W+,,$

$#
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3#-(##!(#. #
3#-"#!. #2#3#-"#!      .

$" h" #并且满足定理 #M! 条

件#即
3#-(##!(#. 的面积
3#-"#!. 的面积

M(##

于是由定理 #M!# 3#-(##!(#. 和 3
#
-"#!. 能沿经线或经

线的一段光滑粘起来M取 3#-(##!(#. 和一个 3
#
-"#!. #

如同上 文 中 文 献 & ! ’ 中 构 造 的 那 样#先 将
3#-(##!(#. 和 3

#
-"#!. 从 K的最小值点沿着经线剪开

相同的长度#再将 3#-(##!(#. 剪开后的经线与 3
#
-"#!.

剪开后的经线相应地粘在一起#于是 得到一个
新的 *’*G5;5C5e.度量有锥角度 #%(# #J%#

#%!!(# P!" M再取一个 3
#
-"#!. #也从 K的最小值

点沿着经线剪开与前面相同的长度#将 上一步
中#粘在一起的两条经线中的一段再剪开#与新
的 3#-"#!. 中被剪开的经线再相应地粘在一起#于
是又得到一个新的 *’*G5;5C5e.度量#有锥角
度 #%(# #%%##%!!(# P#!" M然后重复上述步

骤#直到把所有 3#-"#!. 用完#最终得到一个 *’*G
5;5C5e.度量#有锥角度 #%(# ##%(" ##%&!
(# P!(" N""!’ #而由 !的定义# !(# P!(" N
""!M(! M因此#最终得到一个 *’*G5;5C5e.
度量#有预先指定的锥角度#并且底流形是球

面=将这个 *’*G5;5C5e.度量记为 槇1 #底流形

记为 槇:#则存在 *$3# ( 槇:为双全纯映射 M于是

拉回度量 *" 槇1 为 3# 上的 *’*G5;5C5e.度量#

设 *" 槇1 的奇点为 W" #W# #W! #则存在 eyW/(2变换

&$3# ( 3# 使得 &!#" " MW" #&!## " MW# #&!#! "

MW! M于是 &
" *" 槇1为 3#上的 *’*G5;5C5e.度

量并且以 #" ### ##! 为锥奇点 M由于 &和 *都是
双全纯变换##" ### ##! 处的锥角度分别为 #%(" #
#%(# ##%(! M证毕= 2

LK定理 FTD 的证明
由于带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度量与既带

锥奇点又带 8(2V 奇点的 *’*G5;5C5e.度量很
相似#这里只计算带锥奇点的 *’*G5;5C5e.度
量的第 ( 个能量积分M
定理 FTD 的证明>首先不妨设 -#"####2##H. 4
-#"####2##?. 为 K的鞍点集 M由定理 #MD#在
:[上 #

1 MN J
!
!KNK""!KNK#"!KPK" PK#"*6*

以及

9KMN "
!
!KNK""!KNK#"

!KPK" PK#"!*P*
N"Q

>>因此#在 :[上

K(91 M N槡 "
#

K(&N J
!
!KNK""!KNK#"#

!KPK" PK#"’*8 *
N

M N槡 "
#

J K(9K8 *
N M N槡 "

#
J
( P"

9!K(P" *
N"Q

于是

5(!1" M3:[K(91 M# N槡 "
( P"3:[9!K(P" *N"

M# N槡 "
( P"

,/:
0($3:v!9?AM"!0!#A"99 3

<M"!0!W<" "
9!K(P" *N" #

这里 !0!#A"!!0!W<"" 表示以 #A!W<" 为圆心半径
为 0的坐标圆盘M由 ;3’Z12公式#

3:v0!9?AM"!!#A"99 3
<M"!0!W<" "

9!K(P" *N"

MN’
?

AM"
35!0!#A" K(P" *

N N’
3

<M"
35!0!#<" K(P" *

NM

由于 #"####2##H为 *的零点#

,/:
0($35!0!#-" K(P" *

N M$# -M"###2#H#

而

,/:
0($35!0!#." K(P" *

N M!N#% N槡 ""

b12#.!*"!K!#." " (P"#.MHP"#HP##2#?#

类似地#

,/:
0($35!0!W<" K(P" *

N M!N#% N槡 ""b12W<!*"

!K!W<" " (P"#<M"###2#3M

由定理 #M%#如果 #.# .MHP"#HP##2#?#

为 K的最大值点#则
K!#." MK"#b12#.!*" M

N
! (.

!K" NK#"!K# P# K""
%

如果 #.为 K的最小值点#则
K!#." MK##b12#.!*" M

(
‘
:+Q

(
‘
:/*

! (.
!K" NK#"!K# P# K""

%

"#
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如果 W<# <M"###2#3 #为 K的最大值点#则
K!W<" MK"#b12W<!*"

MN !
!K" NK#"!K# P# K""

%

如果 W<为 K的最小值点#则
K!W<" MK##b12W<!*"

M
(
‘
:+Q

(
‘
:/*

!
!K" NK#"!K# P# K""

Q

因此#

,/:
0($

!N’
?

AM"
35!0!#A" K(P" *

N N’
3

<M"
35!0!#<" K(P" *

N"

M
#% N槡 "!N!" K(P"" (

‘
:+Q

!K" NK#"!K# P# K""
P

#% N槡 " !K(P"#

!K" NK#"!K# P# K""

(
‘
:+Q

(
‘
:/*

(
‘
:/*

M
! N槡 "!K(P"# NK(P"" " (:+Q
!K" NK#"!K# P# K""

#

这里 (:+Q M#%(
‘
:+QM因此#

5(!1" M
% (:+Q!K

(P"
" NK(P"# "

!( P""!K" NK#"!K# P# K""
Q

证毕M 2
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