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摘>要>给出判断有理系数多元多项式方程组是否存在实数解的初等方法!从而证明多元多
项式方程组的实解存在性可在有限步内自动判定 M基于此!给出判定有理系数多元多项式方
程组是否存在实数解的算法M
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>>判断多项式方程和多项式方程组在代数闭域
上是否有解的问题已经解决 &"GD’ #特别是在复数
域上是否有解的问题已经解决M但是判断有理系
数多项式方程和有理系数多项式方程组在实数域
上是否有解的问题#很长时间内都没有解决=
S+)2Z/&%’在 "IJA 年指出#所有初等代数的判定问
题都可以解决#并建立了实闭域上的一阶命题理

论=有理系数多项式方程组是否存在实数解属于
初等代数判定问题#因而#理论上可以解决M但是
他们没有给出具体的判定方法 M文献&@’给出如
何判断单变元半代数问题是否存在实数解的算
法#并指出该算法可以扩展为判定多元半代数问
题 &AG""’的实解存在性的算法 M主要思路是把 ( 变
元半代数问题归约为有限个 ( h" 元半代数问题=
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但是#如何将 ( 变元的半代数问题归约为 ( h" 元
半代数问题#以及如何判断是否存在实数使得一
组多项式都大于零这些关键问题#文献 &@’都没
有给出具体的步骤M本文给出判断有理系数多元
多项式组实解存在性的初等方法=该方法基于杨
路等人提出的单变元多项式的判别式理论 &"#’ #通
过分类和归纳判断实数解是否存在=在解决单变
元半代数问题时#这是归纳的基础#本文的方法不
需将多项式组化成互素的#因此#本文的算法与文
献&@’给出算法有实质性的差别=

FK单变元多项式判别式

单变元多项式的判别式理论 &D’由杨路提出#
根据多项式的判别式#可以得出多项式方程的不
同的实数解的个数M
定义 FTFK给定单变元多项式

*!I" M$(0I
( P$(N"0I

(N" P2
P$"0IP$$%$( : $# !""

其系数构成的 #( 阶方阵

Y/28:!*"$ M

$( $(N" $(N# 2 $$
$ (0$( !( N""0$(N" 2 $"

$( !( N""0$(N" 2 $" $$
$ (0$( 2 #0$# $"

1 1
$( $(N" $(N# 2 $$
$ (0$( !( N""0$(N" 2 $
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称为 *!I" 的判别矩阵M用 !A表示判别矩阵的 #A
阶顺序主子式M约定 !$ M" #称

Y/28,!*"$ M&!$#!"#2#!(’ !#"
为多项式 *!I" 的判别式序列M
定义 FTDK对于实数序列

2$ M&2$#2"#2##2#2(’ !!"
称

2U*!8"$ M&2U*!2$"#2U*!2""#2U*!2#"#
2#2U*!2("’

为实数序列 2的符号表M
定义 FTHK给定一个符号表 &8$#8"#8##2 8(’ #符
号表的首项 8$不为零M依据以下规则构造一个新
的符号表 &’$#’"#’##2#’(’ M构造规则如下$
如果 &8-#8-P"#2#8-P<’ 是给定符号表的一部分#
满足
8-: $%8-P" M8-P# M2 M8-P<N" M$%8-P<: $%

!J"
那么就将

&8-P"#8-P##2#8-P<N"’ !D"
替换为
&N8-# N8-#8-#8-# N8-# N8-#8-#8-# N8-#2’#

!%"
变换前后项数不变#而且变换后序列不再含有 $
项M符号表 &’$#’"#’##2#’(’ 称为符号表 &8$#
8"#8##2#8(’ 的符号修订表M

定理 F=F&"’>如果实系数多项式*!I" 的判别式序列
的符号修订表的变号数为 ,#那么 *!I" 的互异共轭
虚根对的数目就是 ,%如果该修订表中非零元的个
数是.#则*!I" 的互异实根数目是.N" N#,M

定义 FTLK对于实系数多项式
*!I" M$(0I

( P$(N"0I
(N" P2 P$"0IP$$

!@"

和另一个实系数多项式 1!I" #设
%!I" M)1:!*[1#*" MD(N"0I

(N" PD(N#0I
(N#

P2 PD"0IPD$# !A"

称 #( 阶方阵
Y/28:!*#1"$ M

$( $(N" $(N# 2 $$
$ D(N" D(N# 2 D$

$( $(N" 2 $" $$
$ D(N" 2 D# D$

1
$( $(N" $(N# 2 $$
$ D(N" D(N# 2 D
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为 *!I" 关于 1!I" 的广义判别式矩阵 &#’ #令 !$ M
" #!A!*#1" 为矩阵Y/28:!*#1" 的 #A阶顺序主子
式#则

Y/28,!*#1"$ M&!$#!"!*#1"#2#!(!*#1"’ !I"

称为 *!I" 关于 1!I" 的广义判别式序列M

J#
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定理 FTD>给定实系数多项式 *!I" # 1!I" #如果
Y/28,!*#1" 的符号修订表的变号数是 ,#而非零
元素的个数是 .#则

.N" N#0,M*1P N*1N# !"$"
其中

*1P MO-I%JO*!I" M$#1!I" T$. O#
*1N MO-I%JO*!I" M$#1!I" S$. OQ!"""

定义 FTM>问题 C!("$
1 M&1"!I"#I##2#I("#1#!I"#I##2#I("#2#

1’!I"#I##2#I("’# !"#"
;-#1-!I"#I##2#I(" 是关于未定元 ! I"#I##2#
I(" 的有理系数多项式M

2M&2"#2##2#2’’# !"!"
;-#2-是一个实数M

是否存在实数 !I$"#I
$
##2#I$("# 使得

;-#!2-: $< 1-!I
$
"#I

$
##2#I$("02-T$"

8 !2-M$< 1-!I
$
"#I

$
##2#I$(" M$"M!"J"

>>为了表述方便#下文要用到一些记号#下面指
明这些记号的含义M

符号表是一个由 $#"# h" 组成的有限长的序
列M对于任何一个符号表2#如果2的符号修订表
的非零元个数为 .# 变号数为 ,# 那么记号
*(:W1)!2" 定义为 *(:W1)!2"$ M.N#0,N" M
91U)11!*!I"#I##2#I("#I-" 记为多项式 *!I"#I##
2#I(" 关于未定元 I-的次数M8’1--!*!I"#I##2#
I("#I-#A" 记为多项式 *!I"#I##2#I(" 关于未定
元 I-的 A次系数#一般是个关于未定元 I"#I##2#

I-
3 #2#I( 的多项式 MY/28)/:/*+*3;1X(1*81!*!I"#
I##2#I("#I-" 记为多项式 *!I"#I##2#I(" 关于
未 定 元 I- 的 判 别 式 序 列= Y/28)/:/*+*3
;1X(1*81!*!I"#I##2#I("#1!I"#I##2#I("#I-"
记为根据定义 J 以 I-为主变元#求得的判别式序
列M3)(*8!*#I-#A" 记为将 *中所有关于未定元 I-
的次数大于 A的项截掉之后剩下的项组成的多
项式=

DK,"F#可以在有限步内解决

定义 DTFK !̂("是这样一个问题$ 存在多少个不
同的实数#使得
*!I" M$#1"!I" T$#1#!I" T$#2#1(!I" T$#
*!I" 不是零次多项式M

定理 DTFK用记号 *(:W1)!&*!I"#1"!I"#1#!I"#

2#1(!I"’" 表示问题 !̂(" 的解#也就是说存在
*(:W1)!&*!I"# 1"!I"# 1#!I"#2# 1(!I"’" 个不
同的实数使得
*!I" M$#1"!I" T$#1#!I" T$#2#1(!I" T$#

*(:W1)!&*#1"#1##2#1(’" 可以写成有限多个形

如 20 *(:W1)!Y/28)/:/+*3;1X(1*81!4!*# 1"# 1##

2#1("#I""!2是有理数#4 是关于 *#1"#2#1A的
多项式"的项及有限多个形如

60*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81! 4"!*# 1"#

1##2# 1("#4#!*#1"#1##2#1("#I"#

!6 是有理数#4"#4# 是关于 *#1"#2#1( 的多项式"

的项的和M

证明$要求解存在多少个不同的实数#使得
*!I" M$#1"!I" T$ M根据定理 "M"#可以求出
*!I" M$ 有多少个不同的实数解#计 *!I" M$ 一
共有 $ 个不同的实数解 M根据定理 "M"#可以求
出 *!I" # P1"!I"

# M$ 有多少个不同的实数解#

设 *!I" # P1"!I"
# M$ 一共有 D个不同的实数

解=根据定理 "M##可以求出 *1P" N*1N" 记为 2=那

么一共有 !$ P2ND"X# 个不同的实数#使得 *!I"
M$#1"!I" T$ M所以求解的公式为

!*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!*#I"" N
*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!*#P1#"#I"" P

*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!*#1"#I"""X#M

!"D"

>>假设对于 !̂A"# *(:W1)!&*#1"#1##2#1A’"

可以表示成有限多个形如
20*(:W1)!Y/28)/:/+*3!4!*#1"#1##2#1A"#I""#

!2是有理数#4是关于*#1"#2#1A的多项式" 的项
及有限多个形如

60*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81! 4"!*# 1"#

1##2# 1A"#4#!*#1"#1##2#1A"#I"#

!6 是有理数#4"#4# 是关于 *#1"#2#1A的多项式"

的项的和M根据假设#可以求出以下 D 个系统的
不同的实数解的个数 !分别用记号 $#D#2#6#
"表示"#

*!I" M$
1"!I" T$

1
1A!I" T
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*!I" M$
1AP"!I" T$

1#!I" T$

1
1A!I" T
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*!I" # P1"!I"
# M$

1AP"!I" T$

1#!I" T$

1
1A!I" T
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*!I" # P1AP"!I"
# M$

1"!I" T$

1
1A!I" T
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N1"!I"01AP"!I" T$

1
1A!I" T
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那么满足!#""式的不同的实数的个数为 !$ PDN
2N6 N""X# M根据假设 +#W#8#9#1可以写成有限
多个形如

20*(:W1)!Y/28)/:/+*3;1X(1*81!4!*#1"#1##
2#1AP""#I""#
!2是有理数#4是关于*#1"#2#1A的多项式" 的项
及有限多个形如

60 *(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81! 4"!*# 1"#
1##2#1AP""#4#!*#1"#1##2#1AP""#I"#
!6 是有理数# 4"# 4# 是关于 *# 1"#2# 1AP" 的多项
式" 的项的和M
所以满足式!#""的不同的实数的个数可以表示
成有限多个形如

20*(:W1)!Y/28)/:/+*3;1X(1*81!4!*#1"#1##
2#1AP""#I""#
!2是有理数#4是关于*#1"#2#1A的多项式" 的项
及有限多个形如

60 *(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81! 4"!*# 1"#

1##2# 1AP""#4#!*#1"#1##2#1AP""#I"#
!6 是有理数# 4"# 4# 是关于 *# 1"#2# 1AP" 的多项
式" 的项的和=

综上所述# *(:W1)!&*#1"# 1##2# 1(’" 可以
写成有限多个形如

20*(:W1)!Y/28)/:/+*3;1X(1*81!4!*#1"#1##
2#1("#I""#
!2是有理数#4是关于*#1"#2#1A的多项式" 的项
及有限多个形如

60*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81! 4"!*# 1"#
1##2# 1("#4#!*#1"#1##2#1("#I"#
!6 是有理数#4"#4# 是关于 *#1"#2#1( 的多项式"
的项的和M
定理 DTD>C!""是可以通过有限步运算解决的M

证明$沿用定义问题 C! ("时用到的记号#如
果序 列 2的 任 意 一 项 都 为 $M令 a!I" M

’1-!I"
## 那么存在实数 I$# 使得 ;-#1-!I

$" M

$# 当且仅当存在实数 I" 使得 a!I"" M$ #下面证
明这个结论M

如果存在实数!计为I$ "使得;-#1-!I
$" M$#

那么’ 1-!I
$ " # M$ #也就是说 a!I$" M$ %另一

方面#因为;-#I< 1-!I"
# 0 $#所以如果存在实数

!计为I$ " 使得a!I$" M$ #那么;-#1-!I
$" M$ M

综上所述#存在实数 I$ 使得 ;-#1-!I
$" M$#当且

仅当存在实数 I" 使得 a!I"" M$ M

如果 a!I" 是个零次多项式#可直接判断
a!$" 是否为零M为零#有实数解%否则没有实数
解 M如果 a!I" 的次数大于零#如果 *(:W1)
!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!a!I"#I"" k$#那么 C!""
存在实数解#否则不存在M

如果 2中存在等于 $ 的项#也存在不等于 $

的项!令 a!I" M’2-M$
1-!I"

# "#而且 a!I" 不

是零多项式#那么#
归纳起来#如果 a!I" 是一个次数大于零的

多项式#那么可以根据问题 !̂ ("的求解公式#判
断是否存在实数解 M如果 a!I" 的次数为零次#
那么 a!I" 是一个不为零的常数#此 C!""问题
无解=

所以 C!""在条件 =-2-M$ 8 =-2-: $ 8

’2-M$
1-!I"

# >$ 下#可以在有限步内判断是否

存在实数解M

%#
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如果 ;-#2-: $ #那么问题等价于求解是否

存在实数 I$ 使得#
;-#2-01-!I

$" T$# !##"
设 2-01-!I" 的无平方分部分为 4-!I"# 则
方程

*
-
4-!I" M$

可能存在实数根#也可能不存在#分情况讨论M
存在实数根时#设

("#2#(A
为方程的不同的实根!按从小到大排列"M添加记
号 ($ MN##(AP" M## 那么
;-% "8 -0 $ 8 -& A;<#1<!I" 在区间! (-#
(-P" "上正负号保持不变 M所以如果存在位于
!(-#(-P"" 的实数 I

$ 满足式!##"要求M那么
;$ % !(-#(-P""#

$ 满足式!##"要求M
;-#<

如果 4<!(-" T$ #那么在 (-的足够小的邻域内有
1<!I" T$ 恒成立%
如果 4<!(-" S$ #那么在 (-的足够小的邻域内有
1<!I" S$ 恒成立%
如果 4<!(-" M$ 因为 4<!I" 是无平方的#所以
9 4<!I"
9I : $ M如果

9 4<!I"
9I

T$#表示 4!I" 在 (-

的右边大于零%如果
9 4<!I"
9I

S$#表示 4!I" 在(-

的左边大于零=
存在满足式!##"要求的实数 I$ #那么 I$ 一

定位于某个! (-#(-P" "之间 M当然可能会发生这
样的情况 (-MN#或者 (-P" M#M但是 (-#(-P" 中
至少有一个为实数#设 (-是实数!另一种情况#可
以类似地讨论"M所有的1<!I" 要在实数 (-右边
的足够小的邻域内都大于零#根据之前的分析#

4<!(-" T$ 或者 4<!(-" M$ 8
9 4-!(-"
9I

T$ M

如果* 4-!I" M$ 在实数域上无解#那么存

在实数满足!##"的条件#当且仅当;-#4-!$" T$ M
综上所述 M存在实数满足 !## "要求#当且

仅当

!;I% #<* 4-!I" : $" 8 !;-#4-!$" T$"#

!#!"
或者 存在一个由大于等于 " 小于等于 ’的某些

自然数构成的集合 >#满足下面要求$
=I% #<

!;<%><1<!I" T$" 8 !;<%>< 1<!I" M$" 8

!;<% >#A% ><
91<!I"
9I

0
91A!I"
9I

T$"#

!#J"
>>式 !#J"可以根据求解问题 !̂ ("的公式求

解#而!#!"式可以根据定理 "M" 判断* 4-!I" M

$ 有没有解#直接代入判断 ;-#4-!$" T$ 是否成
立即可#所以在 ;-#2-: $ 条件下#C!"" 是可以
在有限步内解决的M

最后一种情况是

=-#2-M$ 8 =<#2<: $ 8’
2-M$
1-!I"

# ? $#

!#D"
这种情况下问题可以转换为 C!""在 ;-#2-: $
的条件下的问题#所以也是可以在有限步内解决
的M

综上所述#C!""可以在有限步内得到解决M

HK,"-#可以在有限步内解决

定理 HTFK假设 C!A"是可以在有限步内解决的#
那么 C!Af""是可以在有限步内解决的M

证明$ C!("问题的 2可能只有等于零的项#
可能只有不为零的项#可能既有等于零的项#又有
不为零的项M分类讨论M

如果
;-#2-M$# !#%"

令

a!I"#I##2#IAP"" M’ 1-!I"#I##2#IAP" "
##

那么当且仅当 =!I$"#I
$
##2#I$AP"" 使得 a!I$"#I

$
##

2#I$AP"" M$ 时#原问题有解M

选择I" 为主变元#如果=!I$"#I
$
##2#I$AP"" 使

得 a!I$"#I
$
##2#I$AP"" M$# 那么对于关于 I" 的多

项式 a!I"#I
$
##2#I$AP"" M$ 有实数解M要使得关

于 I" 的多项式 a!I"#I
$
##2#I$AP"" M$ 有实数解#

需要满足以下情况中的一种$
如果 a!I"# I##2# IAP"" OI# MI$##I! MI$!#2#IAP" MI$AP"

关于变元 I" 的次数为 $#那么#
;-0 $<

8’1--!a!I"#I##2#IAP""#I"#-" OI# MI$##2#IAP" MI$AP"
M$

!#@"

@#
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8’1--!a!I"#I##2#IAP""#I"#-" 是关于未定元 I##
I!#0#IAP" 的多项式#根据假设#C!A"是可以在有
限步内解决的M

计 a!I"#I##2#IAP"" OI# MI$##I! MI$!#2#IAP" MI$AP" 关

于 I" 的次数为 6 #那么#
!;-% "8 -T6 8 -& 91U)11!a!I"#I##2#IAP""#
I"""<8’1--!a!I"#I##2#IAP""#I"#-"OI#MI$##2#IAP"MI$AP"

M$"

8 !8’1--!a!I"#I##I!#2#IAP""#I"#6" OI#MI$##2#IAP"MI$AP" :
$" 8 !*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!3)(*8!a!I"#I##
2#IAP""#I"#6"#I""OI#MI$##2#IAP"MI$AP"

" T$"M !#A"

这样就将 C!Af""归约为有限多个 C!A"问
题M根据假设#C!A"是可以在有限步内解决的 M
所以 C!Af""在条件!#%"的情况下是可以在有
限步内解决的M

如果
=-#2-M$ 8 =-#2-: $ 8 !*!I"$ M

’
2-M$
1-!I"

#<*!I" ?$"# !#I"

那么 C!A" 有解#当且仅当存在实数向量! I$"#I
$
##

2#I$AP" " 使得

*!I$"#I
$
##2#I$AP"" M$

;-#2-: $< 2-01-!I
$
"#I

$
##2#I$AP"" T$%

!!$"

如果式!!$"存在实数解#当且仅当满足下面情况
中的一种$

! I$##2#I$AP" "使得
*!I"#I##2#IAP"" OI# MI$##2#IAP" MI$AM"

是个次数为 6 的多项式#且 6 大于等于 "M
那么要使得!!$"式存在实数解#要求

设
*(:W1)!&*!I"#I#2#I("# 1-"!I"#I##2#I("#2#

1-’!I"#I##2#I("’" M

’
-M.W"

-M"
$-0*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!4-!I"#I##

2 #IAP""#4"-!I"#I##2#IAP""#I""" P

’
-M.W#P.W"

-M.W"P"
D-0*(:W1)!Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!4-!I"#

I##2# IAP""#I"""#
!!""

2-中不等于 $ 的项一共有 ’个#依次计为 -" #-# #
2#-’M多项式 4-!I" #I# #2#IAP" " # 4"-!I" #I# #
2#IAP" " 是根据 *!I" #I# #2#IAP" " 和 1-!I" #I# #

2#IAP" " 计算出来的多项式 M而且只要 *!I" #
I# #2#IAP" " 关于 I" 的次数大于等于 "#那么所
有 4-!I" # I# #2# IAP" " 关 于 I" 的 次 数 都 大
于等于 "M
为了求解出 Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!" #需要对

4-!I"#I##2#IAP""
的次数分类讨论M
!!$"式存在实数解#当且仅当
;-#" & -& .W" P.W#
= .-#!.-% "" 8 !.-0 ""#长度为.-P"的实数序

列2-满足Q

存在!I$##I
$
!#2#I$AP"" % #A使得

!;<#<T.-#<
8’1--!4-!I"#I##2#IAP""#I"#<" OI# MI$##2#IAP" MI$AP"

M
$" 8
!8’1--!4-!I"#I##2#IAP""#I"#.-" OI# MI$##2#IAP" MI$AP"

: $" 8

!’
-M.W"

-M"
$-0*(:W1)!2

-" P’
-M.W"P.W#

-M.W"P"
*(:W1)!2-" T$" 8

Y/28)/:/*+*3;1X(1*81!3)(*8!4-!I"#I##2#IAP""#
I"#.-"# I"" OI# MI$##I! MI$!#2#IAP" MI$AP"

的符号表为2-M
!!#"

求解是否存在! I$##I
$
!#2#I$AP" "使得!!#"成

立的问题#是个C!A" 问题MC!Af"" 可以规约为
至多有限个 C!A"问题#根据假设#C!A"是可以在
有限步内解决的#所以 C!Af""是可以在有限步
内解决的M

另一种可能是 *!I"#I##2#IAP"" OI# MI$##2#IAP" MI$AP"

为一个关于 I" 的零次多项式#即要求

’8’1--!*!I"#I##2#IAP""#I"#-"
# OI#MI$##2#IAP"MI$AP"

M$Q

>>令 *"!I##2#IAP""$ M

’8’1--!*!I"#I##2#IAP""#I"#-"
##

由于 *!I"#I##2#IAP"" >$# 所以 *"!I##2#IAP""

>$ M如果 *"!I##2#IAP"" 为常数#那么一定是一
个非零的常数M

判断 C!Af""在约束!!$"的情况下是否存
在实数解的问题#转化为判断

*"!I##2#IAP"" M$%;-#2-: $<
2-01-!I"#I##2#IAP"" T$ !!!"

是否有解=

A#
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假设原问题在式!!$"条件下不能在有限步
内判断#那么 *!I"#I##2#IAP"" OI# MI$##2#IAP" MI$AP" 关

于 I" 是零次的=经过转化之后的 *
"!I##2#IAP""

OI$!#2#IAP" MI$AP" 关于 I# 的次数也为零!否则根据第 "

种情况下的讨论#可以在有限步内判断是否存在
实数解"#经过 AP" 次转换之后原问题转换成
问题

*AP" M$%
;-#2-: $< 2-01-!I"#I##2#IAP"" T$%

*AP" 是不为零的常数
到了这一步可以判断无解=

所以与问题不能在有限步内解决矛盾=
综上所述#C!Af""在式!!$"条件下可以归

约为有限多个 C!A"问题#所以可以在有限步内
解决=

;-#2-: $# !!J"
在之前讨论 C!""可在有限步内解决的解法中说
到了这种情况#不过在一元多项式的情况下#我采
取了简化的解法#这里给出一种复杂却普遍有效
的方法$

在实数域上存在实数 I$ 使得
;-#2-01-!I$" T$% !!D"

>>当且仅当存在实数满足$

!;-#!=.-2=3Q!;.#.S.-<!
9.2-01-!I"

9I.
M$"" 8

!
9.-2-01-!I"

9 I.-
: $"" 8 !.-? $!:’9#"<

9.-2-01-!I"
9 I.-

T$""" 8

!;-#<!.-? "!:’9#" 8 .<? "!:’9#""<

!
9.-2-01-!I"

9 I.-
0
9.<2<01<!I"

9 I.<
T$""M

!!%"
>>对于多元多项式的情况#首先要选定主元#然
后要讨论多项式对于主元可能的次数=如果 !I$"#

I$##2#I$AP"" 是原问题的一个解# !I"#I
$
##2#I$AP""

使得 2-01-!I"#I##2#IAP"" 关于 I" 的次数为 .-#
那么

!I$"#I
$
##2#I$AP""

满足$
*!I"#I##2#IAP""$ M

’
-
’
AT.-

8’1--!1-!I"#I##2#IAP""#I"#A"
##

8’1--!1-!I"#I##2#IAP""#I"#.-" : $#
3)(*8!2-01-!I"#I##2#IAP""#I"#.-" T$#

!!@"
如果 *!I"#I##2#IAP"" >$ #那么这就是刚才讨论
的 C!Af""在条件!!$"时的情况=可以在有限步
内解决=

如果 *!I"#I##2#IAP"" ? $ 那么问题转换为
8’1--!1-!I"#I##2#IAP""#I"#

91U)11!1-!I"#I##2#IAP""#I""" : $#
2-01-!I"#I##2#IAP"" T$M !!A"

根据公式!!%"问题归约为$
是否存在 !I"#I##2#IAP"" 使得

!;-#8’1--!1-!I"#I##2#IAP""#I"#
91U)11!1-!I"#I##2#IAP""#I""" : $" 8

!!;-#!= .-2=3Q!;.#.S.-<

!
5.2-01-!I"#I##2#IAP""

5 I."
M$""

8 !
5.-2-01-!I"#I##2#IAP""

5 I.-"
: $"" 8

!.-? $!:’9#"<

5.-2-01-!I"#I##2#IAP""
5 I.-"

T$""" 8

!;-#<!.-? "!:’9#" 8 .<? "!:’9#""<

!
5.-2-01-!I"#I##2#IAP""

5 I.-"
0

5.<2<01<!I"#I##2#IAP""
5 I.<"

T$""#

!!I"
>>!!I"式是个在条件!#I"下的问题 C!Af""#
可以在有限步内解决=综上所述#如果 C!A" 可以
在有限步内解决#那么 C!Af"" 可以在有限步内
解决=

根据数学归纳法#C!("问题都可以在有限步
内解决=

LK结语

本文给出算法判定有理系数多项式方程是否
存在实数解=与文献&@’不同#本文根据杨路等人
的多项式判别式的方法#不需要将多项式组化成
互素的就可以判断多项式方程有没有实数解#而
且本文详细介绍了如何将 ( 变元半代数问题归
约为 ( h" 变元的半代数问题=综上所述#本文给
出了判断有理系数多项式方程是否存在实数解的

I#
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新的算法=
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