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摘@要@研究有限循环群的任一极大子群作用下的 X)*+30:2环的增广理想的基底!给出 * 次
增广理想的一般表达式!并进一步讨论其连续商群的结构问题!得到一般情形下的同构分
解式>
关键词@X)*+30:2环# 增广理想# 连续商群
中图分类号!c$&"@@文献标志码!8@@@75$$#QC&"!MR>033+>"#K&F%$!BQ"#$%Q#!Q##!

#7&9/6-05>/X-705/&097847J/:978(-:&95@/:5&’ 78
% 6?6156’:7-4-&@/:%6057&<? 0*/;%Y5;%19-<’:7-4

^/W,0U($#@O8ATT)(]0+H"

!$ 84%""5"-84+&*4&# !"#$%R&($&#* S"51$&4%*+4’59*+:&#(+$1# T+. ’* C$##C"# 6%+*’%

" 84%""5"-=’$%&7’$+4’584+&*4&(# 9*+:&#(+$1"-6%+*&(&34’2&71"-84+&*4&(# ;&+<+*/ $###BK# 6%+*’"

3<90:%60@‘+ 4703I(*_# 472U,303(.,)H;2+4,40(+ 0:2,-)(.X)*+30:2*0+H(.,.0+042959-09H*()]
)+:2*472,940(+ U5,+5;,Z0;,-3)UH*()] 0334):02:>O72*29)*30(+ .(*;)-,(.472*47 ](I2*)* (.
472,)H;2+4,40(+ 0:2,-)03H012+>[)*472*;(*2# 4729(+329)4012\)(402+4)* I)! * n$" (.472*47 ](I2*
)* U5472!* n$"47 ](I2*(.4720:2,-)03:039)332:# ,+: 04334*)94)*203:242*;0+2: 0+ H2+2*,->
./? J7:@9@X)*+30:2*0+H% ,)H;2+4,40(+ 0:2,-% 9(+329)4012\)(402+4

@@设 .是有限群#有限集合 T连同 .在 T上的
作用称为有限 .J集D所有有限 .J集范畴的 >#
群实际上是一个环#称为 .的 X)*+30:2环#记为
"!."D"!." 的代数描述如下>

有限 .J集T#U的不相交并及其.J作用定
义为

T1
2

U@!T?+$," 1 !U?+","#

/-!N#$" @!/-N#$"#/-!1#"" @!/-1#""D
所有有限 .J集的同构类的集合在不相交并的运
算下构成幺半群 =D对 .的任一子群 P#P在 .中
的左陪集集合.IP@ /P / %{ }.是一个.J集D

.在 .IP上的作用自然地定义为左乘作用$
.?.IP/ .IP#!/$#/"P" / /$/"PD

众所周知# .IP在这样定义的作用下是可迁的#
任一可迁 .J集均同构于某一形如 .IP的 .J



第 ! 期 武海波#唐国平$循环群的极大子群作用下的 X)*+30:2环的连续商群

集#且 .IP与 .IPV同构当且仅当 P与 PV在 .中
共轭D记 ’P @&.IP’ 为有限 .J集 .IP的同构
类D若 .的子群的共轭类恰有 4个#由于每个 .J
集可以唯一地分解为可迁 .J集的不相交并#因
此=可看作以 ’P#P+ .#为基底的自由交换幺半

群24D=的群完备"!." 是以 ’P为基的自由交换

群#4#称为.的 X)*+30:2环 &$’ #其基元 ’P与 ’>的
乘积由 .J集.IP?.I>表示成不相交.J集之
并来给出#但没有简单的乘积表达公式D然而#如
果 .是有限交换群#关于 ’P的乘法由以下易知的
引理给出>
引理 C@令 .是有限交换群#P#>均为 .的子群#
则有 ’P ?’> @ .IP>’P3>D

对 .的每个子群P#从.的X)*+30:2环"!."
到整数环# 有典范的环同态 )P$"!." / ##它
把每个有限 .J集 T的同构类&T’ 映射为集合

TP @+N% T %-N@N#*N% T,

的基数>特别地#对交换群 .及 .的任一子群 >#
有
!.I>"P @+/>% .I> %-/>@/>#*% % P,

@ 4#P5 >%
.I>#P6{ >D

同态 )P 反映了 "!." 的许多本质性质# 例如
. )P$"!." /.

P+.
#是单同态等D对)P的研究可

以增进人们对 "!." 的了解D"!." 的增广理想
)P定义为典范同态 )P的核#即 )P @_2*)PD于是

)P @)
P7>
#’> M)

P6>
>&.

#!’> J .I> "D

记 )*P为 )P的 * 次幂#则有理想的降链$

"!." 8 )P8 )
"
P8 / 8 )*P8 /D

通常把连续商群 )*PI)
*M$
P 记作 GP* !."D

我们之所以关注 GP* !."# 是希望通过对
GP* !." 的研究来加深对 X)*+30:2环 "!." 的了
解D举 " 个经典范例来说明这种研究途径D对一个
域 F# 它的 ^044环 Q!F" 有基本理想 )# 这是
Q!F" 到#I"# 的同态核# 而著名的 ?0-+(*猜想
的实质就是搞清楚连续商群 )* I)*M$ 的构造D对整
群环##其增广理想 )为同态

#./ ##)’// )’/

的核# 它 的 * 次 幂 与 * M $ 次 幂 的 商 记 为
G*!#."D人们对 G*!#." 的结构进行了大量研
究并获得了许多重要的结果>例如#在文献 &"’

中#P,330确定当 * 充分大且 .是基本 0J群时
G*!#." 的结构>受此启发#Y,*]0-(13_5&!’公开提

出确定商群 G*!#." 的结构问题>W,-23
&B’确定

当 *充分大时G*!#." 的结构DO,+H
&&’ 解决了当

.是基本交换群时 G*!#." 的结构问题D然而对
任意的 * 及任意的有限交换群 .#G*!#." 的确

切构造已由67,+H和O,+H&%’ 给出D由于GP* !."同

构于 W"#"!."$ !"!."I)*P#"!."I)P"
&C’ # 则 关 于

GP* !." 的结果也就给出了 W"#"!."$ !"!."I)*P#
"!."I)P" 的结果D

引理 AK GP* !." 是指数为 . 的有限交换群>

证明@对 )P中元 ’>#由于 ’
"
> @ .I>’>#故 ’>在

GP* !." 中的像的周期整除 .I>D

若 ’> J .I>% )P# 则由

!’> J .I> " " @J .I> !’> J .I> "

知 ’> J .I>在 GP* !." 中的像的周期也整除

.I> #故 GP* !." 是周期交换群D又因为 )
*
P是有

限生成交换群#从而 GP* !." 是有限交换群#其指
数为 .D ,

下面的 " 个问题是有趣且重要的$
$" 由引理 " 及正合列 # / )*M$P / )*P /

GP* !." / #知)
*
P是秩为4J$ 的自由交换群#它的

基底是什么0
"" 确定有限交换群 GP* !." 的结构>然而#对

一般的有限群#上述 " 个问题是比较复杂的>我们
仅考虑有限交换群的情形>
定义 CK设 .是有限交换群#P是.的极大子群#>
是 .的子群D若 .I>可分解为 " 个群的直积#即
.I>9.I>$ ?.I>"#且.I>$ 及.I>" 与.IP作为
.J集是不同构的#则称 >是 P限制下可分解的D
否则称 >是 P限制下不可分解的>

令 .是 由 ’ 生 成 的 * 阶 循 环 群#* @
0*$$ 0

*"
" /0

*(
(#*+: ##0+是两两互不相同的素数#+@

$#"#/#(D取P为.的极大子群D显然#P也是循环
群#其阶不妨设为 0*$J$$ 0*"" /0

*(
(#即 P是由 ’

0$ 生成
的D对 .的任一异于 P的子群 >#有 )P!’>" @##
而 )P!’P" @0$#)P!’." @$D

定理 CK设 .是 *阶循环群#* @0*$$ 0
*"
" /0

*(
(#*+%

##0+是两两互不相同的素数#+@$#"#/#(DP是
.的阶为 0*$J$$ 0*"" /0

*(
( 的极大子群D则 "!." 的 *

次增广理想 )*P可表示为如下形式

!#!
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)*P @)
(

+@"
#’*0+M)

(

<@"
)
*<

+@"
#’*J$0<

’0+<M)
*$

+@"
#’*0+$ M

# !’P J0$"
* M)*M$P D

证明@由 P的极大性及增广理想的定义可知#

)P @)
>&P
#’> M#!’P J0$"

@)
>7P
#’> M)

>6P
#’> M#!’P J0$"#

令 )$ @)
>7 P
#’>#)" @)

>6P
#’># 则

)P @)$ M)" M#!’P J0$"D
进而有

)"P @)
"
$ M)$)" M)$!’P J0$" M)

"
" M

)"!’P J0$" M# !’P J0$"
"D

任取 ’>% )"#由 >$ P且 >& P# 有
’>!’P J0$" @ .IP>’P3> J0$’>

@ .IP ’> J0$’> @##

亦即
)"!’P J0$" @#D !$"

@@任取 ’>% )$#由于 >7 P#则 >必包含 .的
<5-(I0$ J子群#故

.
>

#0( )$ @$D
存在 ,#:% ##使得 ,0$ M:.I> @$D进而有

’>!’P J0$" @,0$’>!’P J0$" M
:.I>’>!’P J0$"D

由引理 $ 有# J0$!’P J0$" @ !’P J0$"
"#

.I>’> @’
"
>D因此#

’>!’P J0$" @J,’> !’P J0$"
" M

:’">!’P J0$" % )
!
PD

再由归纳法可得
)$!’P J0$" 6 )

*
PD !""

@@任取 ’>%)$#’>V%)"#因为>V6P且>&P#
由定义 $ 可知 ’>V可分解为 ’P$’>V$’>V"/’>V7#其中

.IP$ @05$D考虑 ’>’P$# 由于 >7 P# 所以

! .I> #0$" @$#从而! .I> #05$" @$D存在 *#

+ % ##使 $ @*.I> M+05$D则有

’>’P$ @*.I>’>’P$ M+0
5
$’>’P$

@*’">’P$ M+’>’
"
P$
D

若 P$ & P#则 ’>’P$ % )
!
PD由归纳法可知 ’>’P$ %

)*PD若 P$ @P# 则
’>V @’P’>V$/’>V7#7: $#

进而

’>’>V @’>’>V$/’>V7!’P J0$" M

0$’>’>V$/’>V7% )$!’P J0$" M)
*
$D !!"

由关系!$"1!!"可知#
)"P @)

"
$ M)

"
" M# !’P J0$"

" M)*PD
由于在 "!." 中#’>不能分解当且仅当 .I>是素

数幂阶循环群D因此 )"" 中只余那些阶为 0
+
$#+@"#

/#*$#的子群所对应的元D而对 )$ 中的元 ’>#由

于>7P#可设 > @0*$$ 0
+"
" /0

+(
(#其中 +++*+#+@

"#/#(D则有
.I>@.I0*"J+"" ?/ ?.I0*(J+((

; .I>" ?/ ?.I>(#

即 ’> @’>"/’>(D由引理 $ 可知#若 >V+ @0
+V+
+ #

>X+ @0
+X+
+ # 则

’>V+-’>X+ @0
;0++ +V+#+X+,
+ ’>V+3>X+#+@"#/#(D

即同底数的素数幂阶循环群作乘积时只会留下幂
次最小的#亦即阶为 0+#+@"#/#(的子群的共轭
类 ’0+#+@"#/#(D所以有

)"P @)
(

+@"
#’"0+M)

(

<@"
)
*<

+@"
#’0<’0+<M)

*$

+@"
#’"0+$ M

# !’P J0$"
" M)!PD

再由数学归纳法可得

)*P @)
(

+@"
#’*0+M)

(

<@"
)
*<

+@"
#’*J$0<

’0+<M)
*$

+@"
#’*0+

$
M

# !’P J0$"
* M)*M$P D ,

引理 EK设 . @.$ ?." 是有限交换群# 并且
! .$ # ." " @$#P是 .的子群#则分别存在 .$
的子群 P$ 和 ." 的子群 P"#使得 P@P$ ?P"D
证明@令 P$ @P3 .$#P" @P3 ."#则有

P$P" @P$ ?P"D
对任意 %%P#设 % @/$/"#/+%.+#+@$#"#"!/$"
@(#"!/"" @$D由于! .$ # ." " @$#则!(#$"

@$#进而存在 ,#:%##使得 ,(M:$@$D在.IP
中#因为 /$/"P@P#即 /$P@/

J$
" P# 因此

P@!/$P"
( @!/J$" P"

( @/J(" P#

故 /J(" % PD又因为 /" @/
,(M:$
" @/,(" % P#从而 /"

% P3."D同理有 /$ %P3.$D于是P@P$P" @
P$ ?P"D ,
命题 CK设 .@.$ ?." 是有限交换群#并且

! .$ # ." " @$#P@P$ ?P"#

P++ .+#+@$#"#是 .的子群#则有
GP* !." @G

P$
* !.$" ?G

P"
* !.""D

证明@因为 )P由 ’>#P7 >#及 ’> J .I> #P6

B#!
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>#>& .#生成#对 )P中元 ’>#P7 >#由引理 ! 有
分解 >@>$ ?>"#则 >$ & .$ 或 >" & ."D故由引
理 $ 可得 )P中的关系式

’> @’.$?>"’>$?."#

或
’> @!’.$?>" J .I!.$ ?>"" "’>$?." M

.I!.$ ?>"" ’>$?."#

或
’> @’.$?>"!’>$?." J .I!>$ ?."" " M

.I!>$ ?."" ’.$?>"D

若 P6 >且 >& .# 由于
!’> J .I> " @!’.$?>" J .I!.$ ?>"" " ?

!’>$?." J .I!>$ ?."" " M

.I!>$ ?."" !’.$?>" J

.I!.$ ?>"" " M

.I!.$ ?>"" !’>$?." J

.I!>$ ?."" "#

故 )P中生成元在G
P
$ 中的像均可表示成G

P$
$ 与G

P"
$

中元之和#从而 GP* 中元可表示为 G
P$
* 与 G

P"
* 中元

之和> ,
由命题 $ 可知#可以将讨论有限交换群的增

广商群的结构问题转化为讨论有限交换 0J群的
增广商群的结构问题>
定理 AK设 .是有限循环0J群# . @0(#P是.

的极大子群#则有
GP* !." 9 !#0""

(J$ . #0D

证明@由于.是有限循环0J群# . @0(#P是.的

极大子群#因此.共有(J$个异于 P的真子群 P+#

P+ @0
+##+++(J"D由增广理想的定义可知

)P @)
(J"

+@#
#’P+M#!’P J0"D

令 )$ @)
(J"

+@#
#’P+# 则

)"P @)
"
$ M)$!’P J0" M# !’P J0"

"D
@@任取 ’P+% )$#由引理 $ 及 P的极大性#有

’P+!’P J0" @ .IP+P ’P+3P J0’P+

@0’P+J0’P+ @#D

亦即 )$!’P J0" @#D
任取 ’P+#’P<% )$# 由于

’P+’P< @ .IP+P< ’P+3P< @

.IP+ ’P+#+@<%

.IP< ’P+#+A<%

.IP+ ’P<#
{

+C<D

所以

)"$ @)
(J"

+@#
)
(J"

<@#
#’P+’P< @)

(J"

+@#
)
(J"

<@+
# .IP< ’P+

@)
(J"

+@#
# .IP(J" ’P+ @)

(J"

+@#
#’P+’P(J"D

进而#

)"P @)
(J"

+@#
#’P+’P(J" M# !’P J0"

"D

再由数学归纳法可知

)*P @)
(J"

+@#
#’P+’

*J$
P(J"
M# !’P J0"

*D

由于 ’P+’
*J$
P(J"

@ 0"’P+’
*J"
P(J" 及 !’P J0"

* @J0

!’P J0"
*J$#这亦给出了 )*P的一组基底元 ’P+’

*J$
P(J"

及!’P J0"
*D从而有

GP* !." @)
*
PI)

*M$
P 9 !#0""

(J$ . #0D ,
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