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摘@要@复杂曲线逼近是 68Ta中的基本问题!传统 :26,342-R,) 算法通常固定细分参数为
#Q&>本文考虑平面 XqG02*曲线的凸包最小和扁平度最小两种情况!分别给出凸包最优和扁平
度最优的细分参数的定义和计算方法!使每次细分后得到的新控制多边形更好地逼近原曲线>

通过分析不同类型曲线的最优参数发现!对于较小的曲线段!细分参数选为 #Q& 具有一定的合
理性>比较扁平最小方法与 :26,342-R,) 定参数方法发现$对于形状复杂的曲线!前者细分效率
提高 &#b以上#对于简单曲线!二者相当>

关键词@平面 XqG02*曲线# 细分参数# 扁平度# 凸包面积
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@@曲线是计算机辅助几何设计!68Ta"中的基
本研究对象之一#曲线的研究包括表示形式分析(

几何特性分析(曲线逼近和求交分析等 &$F!’>在曲

线逼近的研究方法中#一个重要的方法是细分方
法>细分方法是基于网格细化的离散表示方法#它
可以从任意拓扑网格构造光滑曲线M曲面 &$’>其

基本思想是$对给定的初始控制点及其拓扑关系#

定义一个细分规则#在给定的初始网格中插入新
的顶点#从而不断细化产生一个新的网格序列>理
论上#在细分极限时#该网格序列收敛于一条光滑
曲线或者一张光滑曲面 &BF%’>

XqG02*形式是 68Ta中的经典表示形式#它
赋予控制系数以明确的几何意义#并且还有其他
便于造型设计的良好性质#例如凸包性(变差缩减
性 &$F"#&’等#因而也是曲线(曲面表示的常用形

式 &CFL’>平面 XqG02*曲线的分段线性逼近可以通过

著名的 :26,342-R,) 算法实现>:26,342-R,) 算法属
于细分方法#人们常以 #Q& 为参数细分点 &&F%’ #我
们称之为定参数方法>本文将考虑如何更好地选
择细分参数#从而得到效率更高的细分算法>曲线
细分的本质是寻找一种线性逼近#即若干次细分
后#每一段曲线已经接近直线段#从而可以用折线
段代替原曲线>因此细分过程中#需要优化细分参
数#使得折线段可以快速逼近真实的曲线>根据平
面 XqG02*曲线的包围盒性质#可通过要求细分曲
线段包围盒面积最小或者尽量扁平来实现细分优
化#本文将讨论这两种优化条件下的细分算法>

对于 " 次平面 XqG02*曲线而言#当细分参数
为 #Q& 时#获得的细分控制多边形的面积是最
小的>! 次及以上的一般平面 XqG02*曲线无此结
果#细分包围盒扁平度也不在参数 #Q& 时达到
最小>因此对于高次数形状复杂的平面 XqG02*曲
线#需要分别根据优化条件计算细分参数>通过
选择合适的参数#使得得到的细分曲线的凸
包 &!’面积最小或者控制多边形最扁平#从而很
好地贴近 XqG02*曲线#以达到折线逼近曲线的效
果>准确优化细分参数的求解需要一定计算量#

我们根据算例结果给出了合理的数值遍历方
法>根据细分若干次以后参数变化区域缩小的
实际情况#只在算法的前 !步中计算最优参数>

最终的数值化算法在效率上高于 :26,342-R,) 定
参数算法>

CK基础知识

我们称 * 次多项式 ;*+!$" @ ( )*+$+!$ J$" *J+
为 * 次 X2*+3420+ 基函数#其中 +@##$#/#*#$%
&##$’# 则 * 次平面 XqG02*曲线定义如下>

定义 COC@给定 * M$个向量S+%V
"#其中+@##

$#/#*D我们称S!$" @)
*

+@#
S+;

*
+!$" 为一条 *次平

面 XqG02*曲线# S+为控制顶点D依次用直线段连
接相邻 " 个 S+所得到的 * 边折线多边形称为
XqG02*多边形或者控制多边形>

我们不加证明地给出本文相关的平面 XqG02*
曲线性质>

性质 COC &"#&’@$!几何不变性"平面 XqG02*曲线
的位置和形状只与特征多边形顶点的位置有关#
它不依赖于坐标系的选择>

%!凸包性"平面 XqG02*曲线 S!$"#$% &##
$’ 总落在其控制点 S+构成的凸包中>

&!变差缩减性质"对于平面曲线#任意直线
和 XqG02*曲线的交点个数不多于该直线与控制多
边形交点数>

若给定参数值 $" % &##$’#可以通过代入计
算得到曲线上一点 S!$" "D也可以直接用控制点
计算得到S!$" "#即由 :26,342-R,) 算法求出所定
义的平面 XqG02*曲线上的一点 S!$" "D

XqG02*曲线的 :26,342-R,) 算法公式 &&’

S#+!$
" " ? S#+ @S+#@+@##/#*D

S#+!$
" " @!$ J$" "S#J$+ !$" " M$"S#J$+M$ !$

" "{ D

!$"

其中##@$#/#*#+@##/#* J#>由 :26,342-R,)

算法求出所定义的 XqG02*曲线上的一点 S!$" "#

同时该点把曲线分为 " 个 *次的子曲线段$S!$"#
$% &##$" ’ 和 S!$"#$% &$" #$’# 即 :26,342-R,)

算法给出了 XqG02*曲线的一个分割!细分">" 个
细分曲线段 S5!$" 和 S#!$" 所对应的新 XqG02*控
制顶点分别为S###S

$
#!$

" "#/#S*# !$
" "和S*# !$

" "#

S*J$$ !$" "#/# S#*#这 " 组控制顶点给出了 " 个子
曲线段分别在各自局部参数域&##$’ 上的 XqG02*
表示>

应用 :26,342-R,) 算法进行细分#人们一般固
定细分参数 $@#Q&#本文称之为定参数算法!定

"$!
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参法"D细分过程是对曲线在$@#Q&处进行细分#
并且对细分曲线重复该过程#依次进行下去#在进
行 L次细分后以 "L个平面 XqG02*多边形结束#每
一个多边形描述原来曲线的一小段>如果 L取值
足够大#这些小曲线段将近乎于直线段#根据凸包
性#此时可以用控制多边形逼近原曲线>下面采用
" 种方式选择细分参数#使得细分后的曲线段能
够更加快速地被直线段逼近>

AK细分参数选取

首先我们考虑细分曲线的凸包面积最小条件
下对应的参数#定义如下>
定义 AOCK记平面 XqG02*曲线 S!$" 的凸包面积
为 8*2,!S!$""#则对给定曲线 S!$"#其凸包最优
参 数 定 义 为 $" r ,*H! ;0+

$
!8*2,!S5!$"" M

8*2,!S#!$"""D

性质 AOCK二次平面 XqG02*曲线的凸包最优参数
$" @#Q&D

证明@根据 XqG02*曲线几何不变性和仿射变换#

可设二次 XqG02*曲线的控制点为 ! h$##"# !##
$"# !’#O"#不妨设 Os#>则细分后 " 个控制多边
形的凸包面积分别为 8$ @O$

!#8" @O!$ J$"
! 则

细分后 " 个凸包面积和为 8 @8$ M8" @O!!$
" J

!$M$"#在$" @#Q&处取得最小值#故最优参数$"

@#Q&D ,
对于 ! 次以上的平面 XqG02*曲线#其凸包最

优参数不再固定为 #Q&>需要更多限制条件才有
相应结果>称 * 次平面 XqG02*曲线 S!$" 是轴对
称#如果其控制点S+和S*J+#+@##/#*关于S#S*
的中垂线对称>
性质 AOAK设 S!$" 是具有凸控制多边形的轴对
称平面 XqG02*曲线#则 $" @#Q& 是细分凸包面积
和函数的极值点%进一步若细分凸包面积函数在
!##$" 上是凸的#则 $" @#D& 是凸包最优参数>

证明@根据 XqG02*曲线的变差缩减性#具有凸控
制多边形的 XqG02*曲线为凸曲线#则对于细分曲
线 S5!$" 和S#!$"#-!$" @8*2,!S5!$"" 和 /!$" @
8*2,!S#!$"" 在 $% &##$’ 上分别是单调增加和
单调减少的D控制多边形是凸的#则 -!$" M/!$"

在边界点 $@# 或 $ 处取极大值D又根据曲线对称
性 和 XqG02*表示的参数对称性#有 /!$" @-!$ J
$"#则 -!$" M/!$" @-!$" M-!$ J$"D考虑其一阶

导数的!-!$" M-!$ J$""V@-V!$" J-V!$ J$"#可
以发现 $" @#Q& 是一极值点D

进一步#若 -!$" 为凸函数#则 -!$" M-!$ J$"
在!##$" 上无其他极值点#否则有 $# % !##$" 使
得 -V!$#" @-V!$ J$#"#与 -!$" 在!##$" 上为凸矛

盾#$" @#Q& 不是极大值点#因此只能为最小值
点#即凸包最优参数D ,

! 次以上一般曲线凸包最优参数值不再是固
定值#而上述性质在曲线一次细分之后不能再保
持#因此一般复杂曲线的凸包最优参数需要计算得
到>给定足够小的0#当8*2,!S!$"" A0时#则认为
凸包足够小#可以用控制多边形逼近原曲线段>

其次#我们考虑另一优化参数条件#使得细分
曲线控制多边形尽量扁平>
定义 AOA@设 S+!+r##$#/#*"为平面 XqG02*曲线
S!$"的控制多边形顶点#_!S#S*#S+"是S+到S#S*

的距离# 记 a03!S!$"" @)
+
!_!S#S*#S+""

"
为

S!$" 的扁平度#则曲线 S!$" 扁平度最优参数定义
为 $" @,*H!;0+

$
!a03!S5!$"" Ma03!S#!$""""D

性质 AOEK对称二次平面 XqG02*曲线的扁平度最
优参数 $" @#Q&D
证明@设二次 XqG02*曲线的控制点为 S# @!J$#
#"#S$ @!##’"#S" @!$##"#不妨设 ’: ##令细

分参数为 $#则得到 " 个子曲线 S5!$"#S#!$" 对应
的控制多边形#根据定义 "Q"#我们得到只要求解
以下问题的最小值点即可$
a03!$" @a03!S5!$"" Ma03!S#!$""

@ ’$"

!’ J’$" " M槡 $
M’ !$J$"

"

’"$" M槡 $
# !""

其中# # + $+ $#并且 ’: #D经计算 a03!$" 在 $"

@#Q& 取极值# 又 a03!#" @ a03!$" @ ’ C

a03!#Q&" @ ’
’" M槡 B

#故最优细分参数为 $" @

#Q&D ,
一般平面曲线都不具有固定的扁平度最优参

数#需 要 计 算 得 到>若 给 定 足 够 小 的 0# 当
a03!S!$"" A0时#我们认为控制多边形足够扁
平#可以用控制多边形逼近原曲线段>

根据上述定义#当细分过程中某子细分曲线
有 8*2,!S!$"" A0!或a03!S!$"" A0"#停止该
细分曲线的进一步细分#用控制多边形作为该部
分曲线的近似>当所有的细分曲线段都停止细分#

!$!
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就得到了原 XqG02*曲线的一个近似折线段逼近>
下面分别给出凸包最优参数和扁平度最优参数的
算法描述>

凸包最优参数算法!凸包法"$
输入$ S+!+@##/#*" 为给定的一条平面

XqG02*曲线的控制多边形顶点>
输出$凸包最优细分参数 $#D
$" 假定 $为细分参数#根据 :26,342-R,) 算

法#得到其 " 个子控制多边形 W$#W" 的顶点#它们
均为关于 $的参数%

"" 设W$ 的顶点为[+!+@##/#*"#计算出顶
点集 W$ 的凸包的面积8*2,$#同样求出 W" 对应的
凸包面 积 8*2,"# 考虑 令 8*2,!$" r8*2,$ M
8*2,"#它是$的函数#求$#!# A$# A$" 为8*2,!$"
最小值点>

扁平度最优参数算法!扁平法"$
输入$ S+!+@##/#*" 为给定的一条平面

XqG02*曲线的控制多边形顶点>
输出$扁平度最优细分参数 $#D
$" 假定 $为细分参数#根据 :26,342-R,) 算

法#得到其 " 个子控制多边形 W$#W" 的顶点#它们
均为关于 $的参数%

"" 设W$ 的顶点为[+!+@##/#*"#计算出顶
点 [+!+@$#/#* J$" 到[#[* 的几何距离为 2$ +#

求 ($ @)
*J$

+@$
2$ +

"#同样地求出 (" @)
*J$

+@$
2"+

"#令 (@

($ M("#求函数的极小值点 $#!# A$# A$"D
上述算法理论上都有准确解#但是求准确解

需要进行符号求解高次多项式的根#运算量较大#
因而我们对算法进行了数值化改进>根据大量算
例测试#最优参数几乎都落在区间 $% &#Q"###L’
之中#因此我们用数值遍历选择最优参数#即通过
遍历$@#Q" M#Q#&-L!L@##$#/#$""#寻找凸
包最优参数或扁平度最优参数>而经过若干次细
分后#这里设为 !次#再往后的细分参数基本在
#Q& 附近>实际上#经过 !次细分后#曲线段已经
较短且基本都是单弧形#而我们知道单个弧形曲
线是可以用二次曲线逼近的#而根据性质 "Q$ 和
"Q!#$" @#Q& 是二次曲线的最优参数合理选择#
因此 !步以后我们不用再做参数优化选取#直接
取 #Q& 即可>

数值化算法得到的细分参数不一定是严格的
最优参数#但是速度有极大提高#而且与定参数方

法相比#尤其对于高次复杂平面 XqG02*曲线的细
分#我们的算法有效率优势>

EK实例及算法分析

我们针对不同的高次复杂平面 XqG02*曲线分
别使用定参数方法(凸包最优参数及扁平度最优
参数算法进行了算例检验>实验测试平台为配备
‘+42-6(*20! 处理器及 B T内存的 WPB!$ 笔记本
电脑#测试软件为 ?,4-,U d"#$B,>

首先给定精度 0以及算法终止条件#进行曲
线逼近算法比较>由于 XqG02*细分算法本身具有
良好的效果#精度很小就可以很好地逼近#在本文
中#取 0@$ ?$# J&# 实验结果表明在此精度下优
良的拟合效果得到足够保证>为了做同精度下的
算法效率比较#对于由 +S"+ ,+@##/#* 定义的细分曲
线我们设定了统一的精度终止条件$

;,Z
+%+$#/#*J$,

!_!S#
"S*

" #S+
" ""

;,Z!1;,ZJ1;0+#N;,ZJN;0+"
+ 0D !!"

其中# N;,Z @;,Z+N+BS+@!N+#1+"#+@##$#/#
*, 为原始曲线最右控制点对应的横坐标值#N;0+#
1;,Z#17+* 定义类似#该分母的选取是为精度误差
不受仿射变换影响>

其次设定算法效率比较的标准#我们采用比
较算法提高率来进行判断>提高率是指计算时间
提高率$

提高率 r!定参数运算时间 h改进算法运算
时间"M定参数运算时间>

这里的改进算法运算时间包括参数选取和曲
线细分两部分的计算时间>最后通过算例演绎算
法差异>XqG02*曲线随次数不断增高#曲线复杂度
不断增大>我们选取次数逐渐增大的一组平面
XqG02*曲线作为算例>由于曲线次数较低时#算法
迭代次数也相应较少#" 种改进算法在前 !次遍
历寻找最优参数中所花费的时间是固定参数法的
倍数级#占用较多时间#使得效率没有明显提高#
这里我们舍弃低次 XqG02*曲线>

我们用交互输入方法随机点画了 $# 条次数
从 $" 不断提高的平面 XqG02*曲线#测试定参数方
法和 " 种改进算法的运算速度>

图 $ 给出 XqG02*曲线及其控制多边形细分比
较#分别利用定参数方法和 " 种改进算法进行了
一次细分>

提高曲线次数获得更高的复杂性!参数选取

B$!



第 ! 期 马晓辉#等$平面 XqG02*曲线细分算法的参数优化

固定 !r!"#表 $ 列出 ! 种方法的运算时间D" 个
改进算法的速度均与其对应的前 !次细分参数
选择有关#当给定的 !较好时#改进算法的计算
速度会相应地提高#当 !r# 时#则改进算法都退
化为固定参数算法D一般而言#算法时间先随 !
的增大而减少#到某一 !以后#算法时间随 !的
增大而增加D!的选择有赖于曲线的复杂度#越复
杂的曲线合适的 !也越大D经过多次实验验证#
本次算例测试中取 !r!>

图 CK不同细分算法细分一次的比较结果
[5’2CK#7;4%:%05>/:/9-10978@588/:/&0%1’7:50*;9

%80/:0*/85:909-<@5>5957&
K

表 CK曲线复杂性和算法计算时间’迭代次数算例
L%<1/CK#7;4-05&’ /Y%;41/987:@588/:/&0%1’7:50*;9

曲线
次数

定参
法时
间M3

定参
法迭
代次
数

扁平
法时
间M3

扁平
法迭
代次
数

凸包
法时
间M3

凸包
法次
数

定参
法提
高率M
b

凸包
法提
高率M
b

$" #Q!L $# #Q!K $# #QB" $# h$Q$ hKQ"
CE COAD CC BOPE CB COAI CC DZOZ cBOG
CD COIF CC BOZG CB COFA CC DDOG cAOD
$C $QKB $$ $QLB $$ $QKK $$ &Q$ h"Q"
$L "Q"C $$ "Q$L $$ KQ#K $" "Q% h!#%Q&
CG AOPB CC BOII CB CBOC CA DFOB cECFOZ
"# "Q%" $$ "Q%% $$ $$QB $" h$Q& h!!&Q%
AA EOEF CC BOFI CB CEOF CA IPOE cEBFOI
"B !QLK $$ !QCK $$ $%Q# $" "Q& h!$"Q&
"& BQ## $$ !QLL $$ $%QC $" "QK h!$LQ!

@@从表 $ 的结果可看出#在高次复杂曲线上#相
对于定参法#扁平法的效果有着显著提高>而凸包
法则几乎没有提高效果>凸包法本意是希望凸包
面积较小的曲线容易细分逼近#实际计算情况并
非如此#说明通过凸包面积控制曲线造型复杂程
度不合理#不适用于改善细分算法>

在平面 XqG02*曲线细分过程中#假设所有曲
线段每次都做细分#第 +次细分需处理 "+条曲线

段!+@##$#/#*"#则前 * 次迭代共需要)
*

+@#
"+ @

" *M$ J$ @ " *M$!当 * 较大时" 次细分运算#而第 *
M$次迭代需做 " *M$ 次细分#因此少一次迭代相当
于减少一半的单步细分运算D这样#当 * 较大时前
! 次遍历寻找最优参数计算所占的时间比重很
小>所以算法效率提高的关键在于经过改进#可以
使迭代次数减少#从而大大减少了细分计算>

上述算例中扁平法效率提高较多的 $!($%(
$K("" 次曲线#它们的细分次数比定参法少 $ 次#
算法效率就可提高 C#b左右#实验结果与理论分
析相符!图 "#由于细分足够多#因此曲线被细分
控制点完全遮挡">工程应用中#设计曲线类型复
杂#因而对于未知复杂曲线有优势#细分算法是值
得推荐的>其他曲线#定参法与扁平法的迭代次数
相同#扁平方法略占优势>

图 AK效率提高较多的曲线
[5’2AK#-:>/9*%>5&’ </00/:4/:87:;%&6/

K

可以看出#曲线形状越复杂#扁平法提高效果
越好#而越接近于简单抛物线形状的曲线#扁平法
和定参法效率相当>

PK结论

本文研究平面 XqG02*曲线的细分参数选取#
在传统的 :26,342-R,) 法固定细分参数的基础上#
给出凸包面积最优(扁平度最优两种最优参数选
取条件和算法#并且给出了加速的数值算法#实例
检验表明凸包面积最优方法不适用于细分优化#
算法效率没有提高效果#而扁平度最优方法效率
提高优势明显#新算法对于形状复杂(次数较高的
平面 XqG02*曲线可以有效减少细分迭代次数#大
幅提高算法效率>

&$!



中国科学院大学学报 第 !! 卷

在 68Ta应用中#曲面细分逼近应用更为广
泛#我们在后继工作中将进一步进行曲面优化参
数的定义和细分算法设计#并且设计基于曲面复
杂性的最优优化步数 !的自适应选取算法>
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