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摘@要@为降低半定规划’<aP(问题的迭代复杂度! 并且有更好的数值实验结果! 提出一种
新的宽邻域上的齐次不可行内点算法>半定规划的 YYO条件是单调互补问题’?6P(! 通过构
造齐次模型’W?6P(以及提出新的宽邻域来解这个齐次模型! 得到半定规划问题的最优解>
这种算法容易判定原问题是否可行>在 AO方向! 证明迭代点在新的宽邻域内是收敛的! 且迭

代复杂度为 E’槡*-(H](! 其中 * 是 <aP问题的维数! ] @O*’%# !#(I0!其中 0是需要的精度!
’%#!!#( 是迭代起始点>这个复杂度比一般的半定规划不可行算法的迭代复杂度低>提供了
数值实验!证明此算法比其他不可行算法具有更好的数值实验结果>
关键词@齐次不可行内点算法# 单调互补问题# 半定规划
中图分类号!c""$Q$@@文献标志码!8@@@75$$#QC&"!MR>033+>"#K&F%$!BQ"#$%Q#!Q##%
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@@半定规划!<aP"的算法包括内点算法和非内
点算法# 从初始点是否可行的角度# 内点算法分
为可行算法和不可行算法>它们之间存在这样一
个矛盾$ 可行内点算法理论复杂度小# 但是实验
效果不好% 不可行内点算法实验效果好# 但是理
论复杂度很大>目前# 求解半定规划问题的可行
内点算法已经很成熟# 所以# 不可行内点算法的
研究越来越广泛# 目的是在较好的实验效果基础
上降低其理论复杂度>目前 <aP不可行内点算法
最好的迭代复杂度是 E!*$D&-(H]" &$’ # 其中 * 是
<aP问题的维数# ] @O*!%# !#"I0#0是需要的精
度# !%##!#" 是迭代起始点# 最好的实验结果已
在文献&"’中给出>直接的算法已经很难取得更
好的复杂度和实验结果# 本文采用一个 W?6P模
型作为一个间接桥梁# 提出一个新的不可行内点
算法# 并且采用新的宽邻域# 比较起其他算法#

此算法可以将复杂度降低到 E!槡*-(H]"# 并且实
验效果比文献&"’中的实验结果更好# 另外一个
优势是可以判别原问题是否是可行问题>所以#
此算法在内点算法中是有效的>

8+:2*3,+ 和 S2&!’研究线性规划的齐次算法#
本文考虑半定规划的齐次算法>

考虑半定规划原问题和对偶问题的标准
形式$

;0+O*!#%"
!P"@3>4>O*!&+%" @O+# +@$#/7#

%: ##
;,Z’O(

!a"@3>4>)
7

+@$
1+&+M!)##

!: #D
其最优性条件是一个单调互补问题!?6P"$

O*!&+%" @O+#%: ## +@$#/7#

!?6P"@)
7

+@$
1+&+M!)## !: ##

%!@#D
以上问题等价于互补问题$

;0+O*!%!"
!?6P" 3>4>O*!&+%" @O+# %: ## +@$#/7#

)
7

+@$
1+&+M!)## !: #D

令 &@!129!&$"#/#129!&7""
O#

%!(#129!%"" @&129!%" *’#
/!(#129!%"" @129!#" J&O(#

-!(#129!%"" @
%!(#129!%""
/!(#129!%[ ]""

D

所以-!(#129!%"" 是从!7 ?8*M/!
7 ?!*" 的连

续单调映射>
注$ $" 129!+" 表示矩阵+的各列依次排列

成的列向量% !7表示7维欧式空间% 8*M表示 *阶

实对称半正定矩阵集% 8* 表示 * 阶实对称矩
阵集>

"" 若

1

-是 -的雅克比矩阵# 则

1

-是半正
定矩阵 &B’>

那么#问题 ?6P等价于矩阵形式$
;0+ 129!%"O129!!"

3>4>
,

129!![ ]" @
&129!%" *’

129!#" J&O[ ]( @-!(#129!%""#

!: ##%: #D
本文将提出一个齐次模型# 在新的宽邻域上

来解决单调互补问题 ?6P>据分析# 比较起其他
<aP不可行内点算法此算法具有以下优势$

$" 使迭代复杂度降低到 E!槡*-(H]"D
"" 采用新的宽邻域# 与其他 <aP不可行算

法相比# 此算法具有较好的实验效果>
!" 判断原问题是否可行$ 如果问题 ?6P有

解# 那么算法将会求得原问题最优解% 如果问题
?6P无解# 那么可以通过算法和齐次模型来
证明>

本文中符号 )(*表示 " 个矩阵的克罗内克
积# 即若&是一个7l* 阶的矩阵# -是一个 0l
a阶的矩阵# 则克罗内克积 &(-是一个 70l*a
的分块矩阵# 表示为$
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CK齐次 U#M模型 WU#M

提出问题 ?6P的齐次模型!W?6P"$
;0+O*!%!" M"2

!W?6P" 3>4>)
7

+@$
1+&+M!@"## !: ## ": ##

O*!&+%" @"O+# %: ## +@$#/7#

JO*!#%" M’O(J2@## 2: #D

类似于问题 ?6P等价形式的分析# 有

"-!(I"#129!%"I"" @
"%!(I"#129!%"I""
"/!(I"#129!%"I"[ ]"

@
&129!%" J"’

"129!#" J&O
[ ](%

J!(#129!%""-!(I"#129!%"I""
@J(O%!(I"#129!%"I"" J
129!%"O/!(I"#129!%"I""

@J129!#"O129!%" M’O(#

则问题 W?6P等价于矩阵形式$
;0+ 129!%"O129!!" M"2

3>4>
,

129!!"
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J!(#129!%""-!(I"#129!%"I"[ ]"

!: ##": ##%: ##2: #D
定义

$!(#129!%"#""$ @
"-!(I"#129!%"I""

J!(#129!%""-!(I"#129!%"I"[ ]" #

!$"

则 !,#129!!"#2"O @$!(#129!%"#""D那么可以
得到

1

$@

1

- -J$
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J-OJ$
"
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1
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!1I"#129!%"I""
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# !""
其中# -和 $分别是 -!(I"#129!%"I"" 和 $!(#
129!%"#"" 的简写形式>
引理 COC@定义 $如!$"所示# 则如下结论成立$
!," !(#129!%"#""$!(#129!%"#"" @#D
!U"

1

$!(#129!%"#"" !(#129!%"#""O @$!(#
129!%"#""D
!9" !(#129!%"#""

1

$!(#129!%"#"" @J $
!(#129!%"#""OD

!:"

1

-是定义在!7 ?!*"上的半正定矩阵#

1

$
是定义在 !7 ?!*" ?!上的半正定矩阵>

证明@由 $的定义和!""易得!,"# !U"# !9">
因为 -是从 !7 ?8*M/ !

7 ?!*" 的连续单调

映射# 所以

1

-是半正定矩阵 &B’>将下式展开
可得$
!:(#129!:%"#:""

1

$!:(#129!:%"#:""
@ !:(#129!:%"#:""O

@&!:(#129!:%"" J:"!(#129!%""I"’-
@

1

-&!:(#129!:%"" J:"!(#129!%""I"’O

: #
则

1

$是半正定矩阵>!:"得证> ,
定理 COC@

!," 若 -是从 !7M*" 到 !7M*" 的连续单调映
射# 则$是从!7M*"M$ 到!7M*"M$ 的连续单调映射>

!U" 问题 W?6P是渐进可行的# 并且每一个
渐进可行点是一个渐进互补解>

!9" 设 问 题 W?6P 的 极 大 互 补 解 是
!129!%" "#(" #129!!" "# "" #2" "# 问题 ?6P有
最优 解 当 且 仅 当 "" C # 成 立# 这 时#
!129!%" "I"" # ("I"" #129! !" "I"" " 是 问 题
?6P的一个互补解>

!:" 当2" C# 时# 问题?6P是强不可行的>
证明

!," 任取 !($#129!%$"#"$"# !("#129!%""#

""" % !7M*"M$# 因 为 ! ($I"$#129! %$"I"$"#

!("I""#129!%""I""" % !
7M*"# 由引理 $Q$ 得

@!($ *("#129!%$" J129!%""#"$ J"""-
@!$!($#129!%$"#"$" J$!("#129!%""#""""

@"$"" !!($I"$#129!%$"I"$" J!("I""#129!%""I""""
O-

@!-!($I"$#129!%$"I"$" J
@-!("I""#129!%""I""""
: #D
则 $也为单调映射>

!U" 取 129!%"$ @!$I""$.$!%: #"#($ @

!$I""$."#"
$ @ !$I""$: ## 2$ @ !$I""$: ##

129!!"$ @!$I""$.$!!: #"D

其中 .$ 为每个元素全为 $的 *
" 维列向量# ."

为每个元素全为 $ 的 7维列向量# 当 $/ o 时#
有

&129!%"$J"$’ @!$I""$!&.$ J’" / ,#

129!!"$J"$129!#" M&O($ @!$I""$-

K$!
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&.$ J129!#" M&
O."’ / ,#

2$M129!#"O129!%"OJ’O($ @!$I""$-
&$ M129!#"O.$ J’

O."’ / ##

则所取数列是渐进可行的# 假设 !129!%
/
"!%

b
B

#"#129!!
/
"!!

b
B #"# (b#"

b
: ##2

b
: #" 是问题

W?6P的任意渐进可行点# 由引理 $Q$ 以及
!,#129!!"#2"O @$!(#129!%"#"" 知#

129!!
b
"O129!%

b
" M "

b
2
b @ !(b#129!%

b
"#"

b"

!,#129!!
b
"#2

b"O

@!(b#129!%
b
"#"

b"$!(
b#129!%

b
"#"

b"
@##

即渐进可行点 !129!%
b
"%(b%129!!

b
"%"

b%2
b" 是一个

渐进互补解>
!9" )C* 若 "" C## 因为 !129!%" "#(" #

129!!" "#"" #2" " 是问题 W?6P的极大互补解#
则

129!!" " @"" /!("I"" #129!%" "I"" "#
129!%" "O129!!" " @##
%!("I"" #129!%" "I"" " @,# !!"

所以#129!!" "I"" @/!("I"" #129!%" "I"" "#
!B"

129!%" "O129!!" "I!"" " " @## !&"
由!!"# !B"# !&"得 !129!%" "I"" #("I"" #

129!!" "I"" " 是问题 ?6P的一个最优互补解>

)D*假设问题 ?6P的一个解为 !129!%
b
"#

(b#129!!
b
""# 则 可 以 找 到 " @ $#129!%" @

129!%
b
"#129!!" @129!!

b
"#2@##(@(

b
是问题

W?6P的解>
又 "" 是问题 W?6P的一个极大互补解# 且

"" : ## 则问题 W?6P的每一个极大互补解中有
"" C# !否则# "? ## 矛盾">

!:" 因为 !129!%" "%(" %129!!" "%"" %2" "
是问题 W?6P的极大互补解# 则

O*!%" !" " M""2" @## !%"
&129!%" " J"" ’ @## !C"

""129!#" J&O(" @129!!" "# !L"
JO*!#%" " M’O(" @2" # !K"

因为 2" C## 则 "" @#D由式!C"1式!K"得
&129!%" " @## !$#"

J&O(" @129!!" "# !$$"
O*!#%" " J’O(" A## !$""

由式!$""得# O*!#%" " A# 和’O(" C# 至少有
一个成立>

当 O*!#%" " A#成立时# 由式!$#"得# !P"
有改良射线# 则!a" 强不可行# ?6P强不可行>

当 ’O(" C# 成立时# 由式!$$" 得# !a" 有
改良射线# 则 !P" 强不可行# ?6P强不可行>
证毕>

AK齐次模型的中心路径

由定理 $Q$ 知# 通过找问题 W?6P的一个极
大互补解来解问题 ?6P>为了方便# 取起始点 %#

)0#!# )0#"# @$#2# @$#(# @,# 则%# !# )0#
"#2# @$D

定义集合和差向量$
PMM @8

*
MM ?8

*
MM ?!MM ?!MM ?!

7#

1_$ @J"#M)
7

+@$
&+

O1+M!#

1S$ @"OJ3129!%"#

1.$ @129!#"
O129!%" J’O(M2D

那么# 可以定义齐次模型 W?6P的不可行中心路
径为$

6!3"$ @+!%#!#"#2#(" %" MM$
%! ,
#[ ]"2 @

-0#

1S
1_
1



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
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

.

@-

1#S
1#_
1#
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


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
.

#3C### A-+ $,
!$!"

表示为 !%!-"#!!-"#"!-"#2!-"#(!-""D
定理 AOCK

!," 对任意的 # A-+ $#

1S
129!1_"

1











.

@

-

1#S
129!1#_"

1#



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


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
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存在一个严格正定点>

!U" 若起始点为 ! %# @0#!# @0#"# @$#
2# @$#(# @#"# 则对任意的 # A-+ $#中心路
径!$!"的解是存在唯一的>

!9" 中心路径是一条有界轨迹>
!:" -/ # 时# 存在唯一极限点 !%!#"#

!!#"#"!#"#2!#"#(!#"" 是问题 W6?P的一个

#"!
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极大互补解>
证明

!," 1#_ @J"
##M)

7

+@$
&+

O1#+ M!
##

1#S @"’ *&129!%
#"#

1#. @129!#"
O129!%#" J’O(# M2#D

令#MM$ @
,

129!!"








2

J$!(#129!%"#"{ "$

%E ##!E ##"C##2C#,# 可证明# #MM是一个

开凸集 &&H%’ # 则 !1#S%129!1
#
_"% 1

#
." % #MM# 又

W?6P是渐进可行的# 则 ,%#MM# 所以# 对 # A

-+ $# 有 -!1#S%129!1
#
_"%1

#
." % #MMD

!U"

1S
1_
1




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
.
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展开后有如下形式$

,
129!!"
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(
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

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




"

M

-1#S

-129!1#_"

-1#
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
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#

则中心路径是线性互补问题的中心路径# 文献
&C’已证明线性互补问题的中心路径是存在唯
一的>

!9" 为了方便# 我们令 2 )!(%129!%"%""#
’ @!,%129!!"%2"# 3@!10%129!1_"%1."D则

有 3)’ J$!2" @-3## 3# @’# J$!2#"D

因为 $单调# 则 !2# 2"O!$! 2#" J$!2""

: ## 又 2O$!2" @ ## !2#"O$! 2#" @ ## 则
J!2#"O$!2" 2O$! 2#" : #D所以有如下不
等式$
2O3# @2O ’# J2O$!2#"

@2O ’# M’O 2# J’O2# J2O$!2#"
@2O ’# M’O 2# J!2#"O-
!-3# M$!2"" J2O$!2#"

@2O ’# M’O 2# J-!2#"O3# J
!2#"O$!2" J2O$!2#"

: 2O ’# M’O 2# J-!2#"O3#

@2O ’# M’O 2# J-!2#"O!’# J$!2#""

@2O ’# M’O 2# J-!2#"O ’##
又对任意的 # A-+ $# 有

-2O3# @2O!’ J$!2"" @2O’
@-!* M$" @-!2#"O ’#D

@@从以上两式可以得到#
2O ’# M’O 2# + !$ M-" !2#"O ’##

即
!(%129!%"%""O!,%129!!#"%2#" M!,%129!!"%

2"O!(#%129!%#"%"#" + !$ M -"! (#%129! %#"%
"#"O!,%129!!#"%2#"
则 !%#!#(#"#2" 有界# 即中心路径有界>

!:" 为方便# 记 -@
% ,
,[ ]"##@

! ,
,[ ]2#

则中心路径!$!" 中有 -#@-0# 根据文献&L’ 可
得中心路径存在唯一极限点!%!#"#!!#"#"!#"#
2!#"#(!#""# 并且是最优解# 进而可以证明
!%!#"#!!#"#"!#"#2!#"#(!#"" 是问题 W6?P
的一个极大互补解> ,

EK具有 E"槡*-(H]& 复杂性的齐次不
可行算法
@@下面用齐次不可行内点算法计算在中心路径
附近产生的迭代点>

EOCK计算搜索方向
对单调互补问题 ?6P采用牛顿法#可得以下

线性方程组$

, 129!#" J&O

J129!#"O , ’O








& ’ ,

129!:%"
:"
:









(

J

129!:!"
:2









#

@4

129!1L_"

1L.
1











L

S

!$B,"

和@ %L:!M:%!L @53L0 %L!L !$BU"
2L:"M"L:2@53LJ"L2L !$B9"

其中# 3L@!O*!%L!L" M"L2L"I!* M$"# 4% !##
$"# 5% !##$"D

从式!$B"中能得到对称的 :!# 但是不能保
证得到对称的 :%# 为了得到对称的 :%# 使用
V7,+H&K’提出的方法# 将!$BU"替换为
PS!%

L:!M:%!L" @PS!53
L0 %L!L"D

!$BU$"
其中# P!-" 是一个对称线性变换# 定义如下$

$"!



中国科学院大学学报 第 !! 卷

PS!+" @ $
"
&4+4J$ M4JO+O4O’#*+% !*?*D

4是给定的非奇异矩阵# 称为尺度矩阵# 本文取
4%$!%#!"# $!%#!"$ @+4% 8*MM$4%!4

J$ %

8*,D

在文献&K’中 V7,+H证明了若 4是一个非奇
异矩阵# 则

PS!+" @53L0F+ @53L0#
则!$BU$"等价于
PS!%

L:!M:%!L" @53L0JPS!%
L!L"D

!$BU""

文献&$#’已证明# 由!$B,"# !$BU""# !$B9"得到
的方向 :%#:!为对称方向# 且是存在唯一的>

定义 !%LE ##(L#!LE ##"L C##2L C#" 是
当前第 L个迭代点# 并且第 LM$ 个迭代点为

!%LM$#(LM$#!LM$#"LM$#2LM$" @!%L#(L#!L#"L#

2L" M*!:%#:(#:!#:"#:2"D

其中#*是搜索步长# !:%#:"#:(#:!#:2" 为搜索
方向>

引用文献 &$&’给出的矩阵以及向量正部和
负部的概念#本文采用如下系统计算搜索方向
!:%#:"#:(#:!#:2"$

# 129!#" &O

J129!#"O , ’O








& ’ ,

129!:%"
:"
:









(

J

129!:!"
:2









,

@4

129!1L_"

1L.
1











L

S

# !$&,"

PS!%
L:!M:%!L" @&53L0JPS!%

L!L"’ JM

@ * M槡 $ &53L0JPS!%
L!L"’ M# !$&U"

2L:"M"L:2@&53LJ"L2L’ JM * M槡 $-
@ &53LJ"L2L’ MD !$&9"

其中# 3L @!O*!%L!L" M"L2L"I!* M$"#4% !##
$"#5% !##$"D

下面用克罗内克积的形式等价表示!$&U"$

!$&U"F

&4!%L:!M:%!L" 4J$ M

4JO!!L:%M:!%L" 4O’I"

@&53L0JPS!%
L!L"’ JM

* M槡 $&53L0JPS!%
L!L"’ M

F $L129!:%" M5L129!:!" @129!1L6"#

!$&U$"

其中#
$$ @!4JO!( 464( 4JO!"I"#
5$ )!4%( 4JOM4JO( 4%"I"#
1L6$ @&53L0JPS!%

L!L"’ JM

* M槡 $ &53L0JPS!%
L!L"’ MD

因为本文取 4%$!%#!"# 文献&$C’ 已证明
$L# 5L为半正定矩阵!不一定对称">与系统!$B"
相同# 可以证明系统!$&"的解也是存在唯一的>

下面求解由系统!$&,"# !$&U$"# !$&9"得到
的迭代搜索方向 !:%#:(#:!#:"#:2"D

由!$&U$"得#129!:!" @!5L" J$&129!1L6" J

$L129!:%"’# !$%"
由!$&9"得#

:2@!"L" J$!#6
LJ2L:""# !$C"

其中##6
L @&53LJ"L2L’JM * M槡 $ &53LJ"L2L’MD

将式!$%"(式!$C"代入式!$&,"减少牛顿方
程# 得牛顿搜索方向 !:%#:(#:!#:"#:2" 为如下
系统的解$

!5L" J$ $L 129!#" &O

J129!#"O !"L" J$ 2L ’O








& ’ ,

129!:%"
:"
:









(

@

4129!1L_" M!5L" J$129!1L6"

41L. M!"L" J$#6
L

41











L

S

D !$L"

令 "$ @
!5L" J$ $L &O

[ ]& ,
# 其中 &是 7?

*" 阶矩阵# $L和5L均是 *" 阶方阵# 则"是7M*"

阶方阵>
引理 EOCK若 "有如上定义# 则
"J$ @
7*$ 7*$ &O!&7*$ &O"J$&7J$ 7*$ &O!&7*$ &O"J$

J!&7*$ &O"J$&7*$ !&7*$ &O"J[ ]$
#

其中# 7 )!5L" J$ $LD
证明@易验证 "*$")""*$ )07M*"D ,

由上述可知# 牛顿搜索方向!$L"等价于
" !129!#"% ’"

!J129!#"%’"O !"L" J$2
[ ]L

-

!129!:%"%:("
:[ ]"

@
3b

4!1L." M!"L" J$#6
[ ]L # !$K"

其中# 3b$ @
4129!1L_" M!5L" J$129!1L6"

41[ ]L
S

D

""!
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定义 8 和 9 是如下线性系统的解$
"8 @!129!#"% ’"% "9 )3bD

由式!$K"知#
!第二行"
!"L" J$2L:"M!J129!#"%’"O!129!:%"%:("
@ @4!1L." M!"

L" J$#6
L# !"#"

!第一行"
"!129!:%"%:(" M!129!#"% J’":"@3

b#

即@ "!129!:%"%:(" n"8:"@"9:

又由引理 !Q$ 知# "是非奇异矩阵# 则
!129!:%"%:(" )9 8:"# !"$"

将其代入!"#"得
@ !"L" J$2L:"M!J129!#"%’"O!9 8:""
@ @4!1L." M!"

L" J$#6
L#

即
@ &!"L" J$2LJ!J129!#"#’"8’:"
@41L. M!"

L" J$#6
LJ!J129!#"#’"9# !"""

此式即为搜索方向系统!$&"的等价形式>

因为搜索方向系统的解是存在唯一的# 所以
:"可以从式!""" 中获得# 进而可以从式!"$" 中
得到 129!:%"#:(# 从式 !$%"# 式 !$C" 中得到
129!:!"#:2D

通过以上分析# 计算搜索方向的主要工作在
于计算向量 8 和 9D

定义 "$ @
!5L" J$ $L &O

[ ]& ,
为对称矩阵# 则

8 和 9 是如下线性系统的解
"!8%9" )"!8% 9" @!129!#"% ’%3b"D

@@"是对称矩阵# 据文献有 X)+97FP,*-244分解
");<;O# 其中;是下三角矩阵# <是一个非奇
异的分块对角矩阵# 那么# 可以求出 8和 9# 进而
求得方向!:%#:(#:!#:"#:2"D

EOAK不可行性和对偶间隙的下降关系
本文将限制关系 5@"$#"$+ $IB#++ $I"成

立D由文献&$&’ 引理 !Q& 知# 若!%#(#!#"#2" %
%!"$#+"# "$ + $IB# + + $I"# 有如下不等式
成立$

!"J$"3L!* M$" +O*!1L6" M#
L
6+ !"M+"I

* M槡 $ J$"3L!* M$" A#D

所以本文定义

4@
JO*!1L6" M#

L
6

!* M$"3L
D !"!"

其中关于 %!"$#+" 的介绍在下节给出说明>
引理 EOA@算法更新后# 迭代点的不可行性有如
下结论$

!," 1LM$S @!$ J*4" 1LSD

!U" 1LM$_ @!$ J*4" 1L_D

!9" 1LM$. @!$ J*4" 1L.D

证明@!," 根据 1S#1_#1.的定义及!$&,"可得#

1LM$S @!"LM*:""’ &!129!%L" M*129!:%""

@"L’ &129!%L" M*&’:" &129!:%"’
@1LS *41LS @!$ *4" 1LSD

同理# 可得!U"# !9">
引理 EOEK若 "$ + $IB#+ + $I"# 则由系统!$&"
定义的方向满足

129!:%"O129!:!" M:":2@#D
证明@由系统!$&"得
129!:%"O129!:!" M:":2
@129!:%"O&J&O:(M129!#":"J4129!1L_"’ M

:"&J129!#"O129!:%" M’O:(J41L.’

@&J129!:%"O&OM:"’O’:(J
129!:%"O129!1L_"4J:"1

L
.4

@J&!1LS"
O:(M129!:%"O129!1L_" M:"1

L
.’4D
!"B"

由 1S#1_#1.的定义知
!1S"

O(M129!%"O129!1_" M"1.
@129!%"O129!!" M"2D

对 !(L#%L#!L#"L#2L" 和!(L M:(#%L M:%#!L M
:!#"LM:"#2LM2"# 有

!(L"O1LS M129!%
L"O129!1L_" M"

L1L.
@129!%L"O129!!L" M"L2L !"&"

和
!(LM:("O1LS M!129!%

L" M129!:%""O-

129!1L_" M!"
LM:"" 1L.

@ @!129!%L" M129!:%""O!129!!L" M
129!:!"" M!"LM:""!2LM:2"D !"%"
由式!"B"1式!"%"得如下等式

@ &129!%L"O129!!L" M"L2L’!$ J4" M
@&!1LS"

O:(M129!:%"O129!1L_" M:"1
L
.’-

@!$ J4"
@&129!%L"O129!!L" M"L2L’ M
&129!:%"O129!:!" M:":2’ M
129!%L"O129!:!" M129!:%"O129!!L" M
"L:2M:"2LD

!"!
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将式!"B"代入上式# 得
@ !1LS"

O:(M129!:%"O129!1L_" M:"1
L
.

@&129!%L"O129!!L" M"L2L’4M
&129!%L"O129!:!" M129!:%"O129!!L" M

"L:2M:"2L’D !"C"
由式!$&U"# 式!$&9"得
129!%L"O129!:!" M129!:%"O129!!L" M"L:2M
:"2L @O*!1L6" M#

L
6D !"L"

由式!"B"# 式!"C"# 式!"L"得
@@@ 129!:%"O129!:!" M:":2
@@ @J&!129!%L"O129!!L" M"L2L"4M

O*!1L6" M#
L
6’4

@J&!* M$"3L4MO*!1L6" M#
L
6’4

@#D
,

引理 EOP@若 "$ + $IB# + + $I"# 则算法更新后
对偶间隙满足如下等式

3LM$ @!$ J*4"3LD
证明
3LM$ @&129!%LM$"O129!!LM$" M"LM$2LM$’I!* M$"

@&!129!%L" M*129!:%""O!129!!L" M
*129!:!"" M!"LM*:""!2LM*:2"’I!* M$"

@+&129!%L"O129!!L" M"L2L’ M
*&129!%L"O129!:!" M
129!:%"O129!!L" M"L:2M:"2L’ M
*"&129!:%"O129!:!" M:":2’,I!* M$"

@3LM*O*!1L6 M#
L
6"I!* M$"

@!$ J*4"3LD
其中# 第 B 个等式用到引理 !Q!> ,

引 理 !Q" 和 引 理 !QB 说 明 当 4 @
JO*!1L6 M#

L
6"

!* M$"3L
# "$ + $IB# ++ $I"时# 不可行性

和最优性以相同的速度降低# 下降系数均为!$ J
*4"# 这是定义中心路径!$!"的原因# 以及下节
将证明的迭代点始终保持在一个宽邻域内# 都是
本文提出新算法的关键点>

EOEK齐次不可行内点算法
上一节已限制尺度矩阵$
$!%#!"$ @+4% 8*MM$4%!4

J$ % 8*,D

@@本文取 4)=$I"#得到的方向称为 AO方向>

其中矩阵 = )!
$
" !!

$
"%!

$
" " *

$
" !

$
" 或者= )%*

$
"

!%
$
"!%

$
" "

$
" %*

$
":可以得到$L# 5L的值 &$B’ # 容易

验证 4% $!%#!" 和 4%4)4*$!4J$D

定义 !MM @8
*
MM ?!

7 ?8*MM# <aP中常用的
一个宽邻域是 Jo 邻域# 定义为$
%J

o !$ J""$ @ +!%#(#!" % !MM$&;0+!%!" :
"3,D
其中# # A"A$# 3L @O*!%L!L"I!* M$"D

后来# 80和 V7,+H&$$’提出求解线性互补问题
的新的宽邻域# N0和 O2*-,_5&$"’将其推广到半定
规划# N0) 等 &$’又将其推广到对称锥规划# 刘新
泽 &$!’将这种新的宽邻域推广到关于 $ 范数的宽
邻域>本文采用 N0和 O2*-,_5&$"’ 提出的新的宽
邻域$

@@ %!"$#""" @+!%#(#!" %!MM$
@@G &"$30*%

$
"!%

$
" ’ MGF+ !"$ J"""3,D

其中# # A"" A"$ A$D
文献&$%’已证明#下面关系成立$

%J
o !$ J"$" 6 %!"$#""" 6 %

J
o !$ J"""# *# A

"" A"$ A$D

为方便# 记 +$ @!"$ J"""I"$# 则 +% !##$"
且

@@ %!"$#+" @+!%#(#!" % !MM$
@@ G &"$30%

$
"!%

$
" ’ MGF+ +"$3,D

基于以上分析# 给出算法的框架$
算法 EOC

输入精度 0C## 以及参数 "$ + $IB# + +
$I"D

初始点满足 !%##(##!##"##2#" % %!"$#+"# 并

假设L$ @## 3# @!O*!%# !#" M"#2#"I!* M$"D

步骤 C@如果 3L+ 03## 则停止>

步骤 A@计算 AO尺度矩阵 4 )=$I"# 由
!"!" 计算参数 4D

步骤 E@由系统!$&"计算方向 !: %L#: (L#:
!L#:"L#:2L"D

步骤 P @ 计 算 使 !%!*L"#(!*L"#!!*L"#

"!*L"#2!*L"" % %!"$#+"

成立的步长 *L @
"+"$

"

!$ M+"$" * M槡 $
D

@@步骤 Z@令
!%LM$# (LM$# !LM$#"LM$#2LM$" @ !%!*L"#(!*L"#
!!*L"#"!*L"#2!*L""#

3LM$ @!O*!%LM$ !LM$" M"LM$2LM$"I!* M$"# L$ @

B"!
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LM$# 并转步骤 $>

EOPK算法的复杂性分析
本节在给出一些引理之后# 将证明算法在宽

邻域内是收敛的# 且迭代复杂度为 E!槡*-(H]"D
将问题元素尺度化如下$
!%m#(m#!m" )!4%4#(#4*$!4*$"#

!#
m
#&
m

+#O
m
+" @!4*$#4*$#4*$ &>4

J$#O+"#

!:%m#:(m#:!m" @!4:%4#:(#4J$ :!4J$"D
可以得到
S!%#!" )+4% 8*MM$!4%!4

J$"O @4%!4J$,

@+4% 8*MM$%
m!m @!m%m,

为 方 便# 记 % @
% ,
,[ ]"% 8*M$MM# ! )

! ,
,[ ]2% 8

*M$
MM# 那么

!$&U"和!$&9" F %
mL:!mM:%m!mL @1

mL
6# !"K"

FPS!%
L:!M:%!L" @1L6#

!!#"
其中#

@ 1
m

6 @&530*%
m!m’ JM * M槡 $ &530*%

m!m’ 6#
@3@O*!%!"I!* M$"D

由式!"K"知# 方向系统 !$&U"# !$&9"可以
转化为

$
mL129!:%m" M5

mL129!:!m" @129!1
mL
6"D!!$"

其中#

$
m
)!!m(060(!

m"?"#5
m
)!%m(060(%

m"I"D
!!""

@@注意到# 对于 AO尺度可得 %
m )!m#$

m
)5

m
#

并且矩阵 %
m!m#!m%m#%!#!%#%$?"!%$?"#!$?"%!$?" 都

相似>
引理 EOZ &$%’@设 @#A% 8*# 则下面不等式成立$

G !@6A" MGF+ G @
66AMGF+

G @MGF MG A
MGFD

引理 EOD &$%’@设 !%#(#!" % %!"$#+"# 矩阵$
mL#

5
mL由式!!"" 定义# 并且"$ + $IB# ++ $I"#则以
下不等式成立

@ G $
mJ$129&530*%

m!m"’ JG" + !* M$"3#

@ G $
mJ$129&530*%

m!m"’ MG" + +"$3D

引理 EOI &$%’@设 B#C#3%!* 与&#-%!*?* 满足
&B6-C)3:若 -&O% 8*MM# 则

G !-&O" J$I"&BG" MG !-&O" J$I"-CG" M
" BOC@G !-&O" J$I"#G"D

引理 EOF@假设 !%#(#!" % %!"$#+"# 矩阵$
mL#

5
mL由式 !!"" 定义# 4 @

JO*!1L6 M#
L
6"

!* M$"3L
# "$ +

$IB# + + $
"
# 若 *@

"+"$
"

!$ M+"$" * M槡 $
#则以下

不等式成立
*
* M槡 $

G &:%m:!m’ JGF+ +"$3!*"D

证明
G &:%m:!m’ JGF+G:%

m:!mGF+G:%
m
GFG:!

m
GF

@G129!:%
m"GG129!:!

m"G

+ $
"
!G129!:%

m"G MG129!:!
m"G"#

利用引理 !Q%# 引理 !QC# 引理 !Q! 正交性以及式
!!$"可得

G129!:%
m"G" MG129!:!

m"G"

@ +G $
mJ$129&530*%

m!m’ JG" M

!* M$" G $
mJ$129&530*%

m!m’ MG"

@ + !$ M+"$"!* M$"3#

又@ @ @O*!%m!*"!
m!*""

@O*!%m!m" M*&O*!"$30*%
m!m" M

@! * M槡 $ J$"O*!"$30*%
m!m" M’D

@3!*" @3M*&!"$ J$"3M
* M槡 $ J$
* M$

O*!"$30*%
m!m" M’

: 3M*!"$ J$"3
: 3M"$3J3@"$3D

所以# @ *
* M槡 $

G &:%m:!m’ JGF J+"$3!*"

+ *
" * M槡 $

!$ M+"$"!* M$"3J+"$
"3

@& "+"$
"

!$ M+"$" * M槡 $
- $
" * M槡 $

-

@!$ M+"$"!* M$" J+"$
"’3

@#D ,

引理 EOG@假设 !%#(#!" % %!"$#+"# 矩阵$
mL#

5
mL由式 !!"" 定义# 4 @

JO*!1L6" M#
L
6

!* M$"3L
# "$ +

&"!
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$IB# + + $
"
# 若 *@

"+"$
"

!$ M+"$" * M槡 $
# 则

!%!*"#(!*"#!!*"" % %!"$#+"D

证明@因为 *@
"+"$

"

!$ M+"$" * M槡 $
A $

* M槡 $
#

由文献&$&’ 引理 BQK 得#

G &"$3!*"0*!%
m!mM*1

m

6"’
MGF+

!$ J* * M槡 $"+"$3!*"D
所以#
@ G &"$3!*"0*%!*" $I"!!*"%!*" $I"’ MGF

@G &"$3!*"0*%
m!*"!

m!*"’ MGF

@G &"$3!*"0*!%
m M*:%

m"!!mM*:!
m"’ MGF

@G &"$3!*"0*!%
m!mM*1

m

6"’
MGF M

*" G &:%m:!m’ JGF

+ !$ J* * M槡 $"+"$3!*" M* * M槡 $+"$3!*"
@+"$3!*"D
其中不等式利用了引理 !QL>
引理 EOCB &$&’@若 "$ + $IB#+ + $I"# 则

3!*" + !$ J’*"3#
其中 ’@$ J"$ J+"$D
定理 EOC@当使用 AO搜索方向时# 算法 BQ$ 的

迭代复杂度是 E!槡*-(H]"D
证明@由引理 !Q$# 得 3L+ !$ J’*"3LJ$ +
!$ J’*"LJ$3##

即 O*!%L!L" + !$ J’*"LO*!%# !#"D
所以# 要使 O*!%L!L" +0成立# 即算法终止# 只
需保证

!$ J’*"LO*!%# !#" + 0
即可# 即

L-(H!$ J’*" +J-(HO*!%
# !#"
0

D

又@ -(H!$ J’*" +J’*#
所以#

L: $
’*
-(HO*!%

# !#"
0

@
!$ M+"$" * M槡 $

"+"$
"’

-

@@-(HO*!%
# !#"
0

D

即算 法 BQ$ 至 多 经 过 3
!$ M+"$" * M槡 $

"+"$
"’

-(H

O*!%# !#"
0

4 步迭代后停止> ,

PK数值实验

本节将比较算法 !Q$ 和 d,+H,*,R,+&"’中算法
!Q">所有测试是在 ^0+:(I3iP系统下# 使用
?8ON8Xd"#$#!U"# 测试一些随机产生的半定规
划问题# 包括随机半定规划!表 $"# 最大割问题
!表 ""# 教育测试问题!表 !"# 模极小化问题!表
B"# 关于 B 个问题的具体理论详见文献&$C’>

表 CK随机半定规划
L%<1/CKV%&@7;+SM

7 *
算法 !Q$ 算法 !Q" &"’

042* H,] +(*;] +(*;: 042* H,] +(*;] +(*;:

&# $## $!Q## BQ#B2h#% !QB#2h$# $Q&B2h$% $CQ%# $Q"C2h#B !Q#K2h#K $Q$L2h$"

$## $## $"Q&# BQ#L2h#% "Q&#2h$# "Q!C2h$% $CQC# $Q!K2h#B BQ#!2h#K $Q!%2h$"

"## $## $"Q&# &QKL2h#% !QC$2h$# !QKK2h$% $LQ## $Q!C2h#B $QC%2h#L $QL%2h$"

"## "## $!Q!# BQ$$2h#& CQ$$2h$# !Q$!2h$% $CQB# $Q#C2h#! &QCB2h#L %Q$C2h$"

"## !## $!QL# LQ&&2h#& !QC%2h#K "Q%%2h$% $CQB# !Q!%2h#! $QKK2h#C KQ#%2h$"

!## !## $!QC# %QC"2h#& LQ&#2h#K !QL#2h$% $CQ!# BQ"&2h#! "Q!"2h#C $Q#&2h$$

表 AK最大割问题
L%<1/AKU%YH#-04:7<1/;

7r*
算法 !Q$ 算法 !Q" &"’

042* H,] +(*;] +(*;: 042* H,] +(*;] +(*;:

&# $$Q"# $QC!2h#C "Q$$2h$# $Q"C2h$% $LQ$# &QL#2h#% "Q&K2h$! &Q%%2h$!

$## $$QK# CQ"%2h#C "Q"K2h$# $Q$B2h$% $KQL# %Q&#2h#& KQK!2h$! "Q!!2h$"

"## $"QB# $Q"B2h#% $QKL2h$# $Q$%2h$% "$Q&# &QB%2h#B "Q#L2h$" $Q#%2h$$

!## $!Q$# "Q&%2h#% $Q!$2h$# $Q$L2h$% ""QC# $QBK2h#! BQL!2h$" "QBL2h$$

%"!
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表 EK教育测试问题
L%<1/EK\@-6%057&%10/905&’ 4:7<1/;

7 *
算法 !Q$ 算法 !Q" &"’

042* H,] +(*;] +(*;: 042* H,] +(*;] +(*;:
"& &# $%QB# !QBB2h#L BQK!2h#L BQ$!2h$" !"Q!# $QC!2h#% $QCC2h$$ KQKK2h$B
&# $## $KQL# KQK"2h#L $Q%B2h#C LQL!2h$" !%QC# $Q!C2h#& "Q$C2h$# "QL#2h$!
$## "## "BQ"# &QLK2h#C "Q#$2h#C BQ$C2h$$ &LQK# $Q$C2h#B "QL&2h#K $QK&2h$"
"## B## "%QL# $QL"2h#% !Q"K2h#C BQL%2h$# CKQ"# $Q!B2h#! $Q%C2h#L &Q$L2h$"

表 PK模极小化问题
L%<1/PKT7:;;5&5;5‘%057&4:7<1/;

7 *
算法 !Q$ 算法 !Q" &"’

042* H,] +(*;] +(*;: 042* H,] +(*;] +(*;:
&# $## $"Q%# $Q%%2h#K !Q#$2h$# $Q%L2h$% ""QL# $QCC2h#% KQ#&2h$$ %Q!L2h$!
$## $## $"QK# $QBK2h#K &Q&C2h$# "QBK2h$% "$QC# "Q#%2h#% %Q$K2h$$ %Q#!2h$!
"## $## $"Q%# $QKB2h#K %QBL2h$# !QKL2h$% "#Q## "Q$%2h#% %Q%!2h$$ BQC"2h$!
"## "## $BQ## $Q"%2h#K $Q!L2h$# "QLL2h$% ""Q## KQLK2h#% %QC"2h$# $Q%#2h$"
"&# "## $!QL# $QL!Eh#K "Q"C2h$# $QK#2h$& "$Q&# LQ&&2h#% %QCK2h$# $Q"L2h$"

@@算法 !Q$ 中定义$
+(*;] @G"’ &%GF#

+(*;: @G"# &O( !GFD
@@算法 !Q" 中定义$

+(*;] @G’ &%GF#
+(*;: @G# &O( !GFD

对算法选取最优参数为 "$ @#Q#&#+ @#Q#$D使
用 AO尺度化方向# 对同一个 7和 *# 运行 $# 次
取平均值结果列在下表>从表 $1表 B 可以看出
算法 !Q$ 的平均迭代次数比算法 !Q" 减少了
!LQ!&b>虽然这 " 个程序是粗糙的# 但整体上不
影响 " 个算法的比较>

ZK结论

通过以上讨论# 算法迭代后得到"和2的值#
结合定理 $Q$ 可得知可行点的存在性# 即原问题
是可行问题或者不可行问题>若原问题是可行问
题# 结合定理 $Q$ 可以得到原问题的最优解>除
此结论还可得到如下结论$ 采用 AO尺度化矩阵
和新的宽邻域得到的复杂度比一般算法的复杂度
小# 同时也具有更好的实验结果# 从而证明本文
研究的算法是有效的>

本文提出的是齐次不可行内点算法# 此外#
也可以研究齐次可行内点算法# 具体过程与本文
十分相似# 进而可以求解辅助问题 W?6P# 计算
迭代复杂度# 测试实验结果# 与本文所提出的算
法进行比较# 具体可以参考文献&$%’>

参考文献
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&$"’@N0S# O2*-,_5O>8 +2I9-,33(.-,*H2+20H7U(*7((: ],47F
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