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摘@要@从根分布的角度!对齐性二维球面分类结果给出比 b-,;)和 V8,15-"(N-58 =):
(-B-,!%E^’! !E("’’#更加明显的刻画!求出决定齐性二维球面的 !/"## 轨道的李群多项式表
示的显式表达式!证明复射影空间中 !/"## 轨道的维数取决于一个对应的扩大复平面系数上
的一元 - 次方程的重根和负共轭倒数根对分布!把 !/"## 轨道维数归结为黎曼球面上 - 个点
是否重合或成为对径点的问题?也初步研究了 !/"## 三维轨道性质与根分布的关系?
关键词@ !/"##’ N)C1*4变换’ 齐性空间’ 复射影空间’ 球极投影
中图分类号!V%^&[%@@文献标志码!9@@*’0(%$[’F#!\]?144,?#$EFJ&%!"[#$%&[$"[$$#

!4(*3 ’,!"!B#H’$&040)#$ -&#+.*’)$’’4*0+4$0&(40’)

_Ma1-)8*" aM9V_1-,H
! !"#$$%$&’()#*+(),"(%!",*-"*." /-,0*1.,)2$&3#,-*.*4"(5*+2$&!",*-"*." 6*,7,-8 %$$$"E" 3#,-(#

@&+4$#54@L3)C5-1, -<)+33ZB.1:153ZB+3441), 58-, b-,;)JV8,15-!(N-58 =):(-B-," %E^’" !E$
"’’# /)+]*;H1,H58-5-!/!##J)+C1514-5T)J;1<3,41), 8)<)H3,3)*44B83+3" C-43; ), 583+))5
;145+1C*51)," -,; 45*;6583!/! # #J)+C15B+)C.3<1, #$ - C6:83:Y1,HT83583+4)<3-JB)1,54-+3
:)..1,3-+), -R13<-,, 4B83+3?
J.3 K’$*+@!/!##% N)C1*45+-,4/)+<% 8)<)H3,3)*44B-:3% #$ -% B).-+B+)]3:51),

@@ !/!## 在复射影空间上轨道问题是第一个
不平凡的轨道研究问题?在这个问题上 b-,;)和
V8,15-&%’讨论 #$ - 中的齐性二维球面"给出奠基
性的成果"为后人广泛引用"也被平行推广得到很
多结论"见文献&#JF’?但他们的研究手法偏于用
李代数或者微分方程"对群作用的不变多项式为
零所能判别的某个一元 - 次方程的根重数和根分
布的结果可决定轨道维数"这一观点没有指出?在

复射影空间的 !/!## 三维轨道上"也缺乏正面表
达的结论?

本文从根分布的角度给出 b-,;)JV8,15-对齐
性二维球面分类结果的更加明显的刻画"求出了
决定齐性二维球面的 !/!## 轨道的李群多项式
表示的显式表达式;证明复射影空间中 !/!## 轨
道的维数取决于一个对应的扩大复平面系数上的
一元 - 次方程的重根和负共轭倒数根对分布;把
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!/!## 轨道维数归结为黎曼球面上 -个点是否重
合或成为对径点的问题;这为 !/!## 轨道的深入
研究提供了新方法;另一方面对 !/!## 三维轨道
也初步研究了其性质好坏与根分布的关系?

DO !/"## 的复表示

在这一节中"我们将采用与文献 &!’中相同
的一些符号记法?下边先回顾 !/!## 不可约表示
的一些基本性质?

!/!## 定义为

!/!## : H: ( @I( )I (
$("I%#"C(C# HCIC# :{ }% ;

@@接着"考虑 !/!## 的复表示;令 K- 为一个!-
H%# 维的复向量空间"它由关于变量 J$ 和 J% 的 -
次齐次多项式构成;在 K- 定义一种 U3+<151-, 内
积!"#" 使得

L! -#
M : %

M+!- @M槡 #+
J-@M$ J

M
%%$ ’ M’ -

是 K- 的一组酉基;由此"定义实内积为 ,"- :
F*!"#;!/!## 在 K- 的不可约复表示 %- 定义为$
%-!H#>!J$"J%#$ :>!(J$ HIJ%" @.IJ$ H/(J%#"

!%#
其中 H% !/!##">%K-;因为%-!H#L

! -#
M %K-"可

以记

%-!H#L
! -#
M :0

-

,:$
&,M!("I#L

! -#
, "

其中

&,M!("I# :
,+!- @,#+
M+!- @M槡 #+’

"

’: 0
#H1:-@,

- @,( )# ( ),1(#!/(#M@1I-@M@#!@.I#1;
!##

@@我们将K-等同于!- H%#维复向量空间#-H%"
在这种等同下"每一个线性自同态 %-!H# 都可以

由矩阵!!,M!("I## 来表示"于是有李群同态$
%-$!/!## $ /!- H%#

H!%-!H# :!!,M!("I##; !!#

BO复射影空间的 !/"## 轨道与一元
- 次方程根集的关系
@@为使上一节介绍的李群多项式表示成为一个
变元"我们引入扩大复平面 !# :#1‘来紧化复
数域"对多项式表示空间也重新约定$用扩大复平

面上的一元 -次复变量 J的多项式全体表示#-H%"
用其上的多项式在非零常复数倍下的等价类&&’
来表示#$ -" 则&&’ 由该多项式的零点集合完全
确定;低于 - 次的是退化的情形"也可写成 - 个因
子相乘"有些因子退化成 $JH% 认为根是无穷大;
在次数为M时"认为有 - @M重根是‘;此外"定义

!/!## 在 #$ -上的作用为
( I( )@I (

&&!J#’ N

&!@IJH(# -&!!(JHI#D!@.IJH/(##’"其中 ("I
是复数"满足 C( C# HCIC# :%;以下不加证明地
提示一些扩大复平面的这种分式线性变换的重要
性质?
引理 B?DO满足 ("I是复数" C( C# HCIC# :%的
分式线性变换 J!!(JHI#D! @IJH(# 有下列
性质$

%#它们形成一个群?且在分式线性变换的复
合作群乘法下同构 !/!## 矩阵群?

## ID("ID/( 都可以取到任何固定的复数?
!#任意 # 个扩大复平面的数可以用这个群

迁移?
"#这个群可迁地作用在扩大复平面上"在每

一点处的迷向群都是 !/!## 的对角子群的共轭
群在 %#中同构的拉回群?

F#在这个群作用下"扩大复平面是一个齐性
空间?

FO球极投影的对径点与 !""B#作用
的迷向群的关系

命题 F?DO分式线性变换群 (JHI
"JH5

%("I"""5%{ }# 与
(!J# :@%D.J生成的群元都是扩大复平面的自同
构"但存在扩大复平面的一个度量"使得分式线性
变换中保持这个度量的只有 ( :5"":@I的子群
与 (!J# :@%D.J生成的群;且在扩大复平面到单
位球的球极投影下"这个子群是单位球上的保距

变换;特别地" 槇(!J# :@%D.J" 在球面上的诱导变
换是球面的对径点之间的置换?且如下交换图
成立$
交换立方图的上层是扩大复平面内的变换"下层
是单位球"上下层之间的映射是球极映射?
证明@以单位球面 # 点间的弦长为距离"拉回到
扩大复平面可写出一个度量的表达式$ 单位球面
上两点 O和OP"对应扩大复平面上J和JP% O和OP

E!"
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的欧氏距离为 5!O"OP#"则 5!O"OP# :#CJ@JPC

D! % HCJC槡
# % HCJPC槡

# # 断言这是符合命题的
度量?

写 J:9H2,J在球极投影下对应!#9D!% H
CJC##"#2D!% HCJC##"!CJC# @%#D!% HCJC###;
由此" @%D.J对应 @!#9D!% HCJC##"#2D!% H
CJC##"!CJC# @%#D!% HCJC###"是对径点;无穷
大‘"对应北极!$"$"%#?故复数的负共轭取倒是
与球面对径点对应的?简单的计算可验证图交
换? ,

现在再看多项式表示空间的多项式的根"根
在球极投影到单位球面上的相对位置相同!即任
意两根对应点的距离相同"则它们之间是可以用
引理 #?% 中的分式线性变换互相迁移的"也就是
会在 %!!/!### 作用下的同一轨道上;同一轨道
上"每个点对应球面上的 - 个点相互距离是一样
的!至多差一顺序#;轨道的所有几何量可通过 -
个点相互距离计算出来?

对 b-,;)JV8,15-&%’关于齐性二维球面 !严格
讲不是忠实的 !/!## 轨道"而是 !/!##D!% 轨道#
的结论"将 #-H%的多项式表示的基底记为 L! -#M :

JMD M+!- @M槡 #+;那么&J-@M’ 的对径点!将根映
到单位球面取对径的拉回# 就是&JM’;运用我们
的语言表达和证明如下$

设 K- 为变量J的次数不超过 -的多项式构成
的!- H%# 维的复向量空间"在 K- 上定义酉积使

得 L! -#$ "("L! -#- 是其一组酉基"其中 L! -#M :JMD

M+!- @M槡 #+;记 !#-H% : .0% K-% ?0"0A:
%/;在 !#-H% 上定义等价类 N如下$ &N&P当且仅
当&:"&P"其中"是常数;令#$ - :!#-H%DN;在#$ -

上取 D*C1,1J=5*;6度量"使得自然投影 )$!#-H% $
#$ -为黎曼淹没?
定理 F?D@ !/!## 在#$ -作用下的一个轨道 ’是
浸 入 # $ -的 # 维 轨 道 当 且 仅 当 ’ :
)!%!!/!###L! -#M ;该基点在#$ -中的轨道在多项

式空间 K- 内的表示是 &!J@"#M!"JH%# -@MD

M+!- @M槡 #+’ 1 &J-@MD M+!- @M槡 #+’" 这里
% ’M’ - @%" M:$ 或 - 时"轨道是 &!J@"# - D

-槡 +’ 1 &%’""是一个复数?

证明@由于 &!J@"#M!"JH%# -@MD M+!- @M槡 #+’

1 &"J-@MD M+!- @M槡 #+’ 是由 !/!## 中的元素

%D % HC"C槡
# % @"
"( )%

作用在JM上的轨道的多项

式表示;":‘ 时对应的是 @%DJ的变换"得到
J-@M;这个轨道是二维的原因是"它的根在黎曼球
上对应的点要么重合要么是对径点;若有对径点
对"则其决定了一条轴线"绕这轴线的旋转是固定
这些根不变的作用" 正好是一个 !% 作用" 即
!/!## 作用的迷向群为 !%;故为二维轨道;若无
对径点对"则全汇聚在一个点"这时对应 M:$ 或
- 的情形?得到的是一条全纯曲线?总之都是实二
维的? ,

b-,;)JV8,15-的结论中有一种特殊情况"即 -
:#M对径点重数都是 M;此时迷向群有 # 个分支"
一个分支是保持对径点不动"即旋转群 !%"另一
个分支就是交换对径点;我们如果不用上述二维
上的基点"由于取法不受限制"总能取到对应球面
上的 - 个点线性无关的;这 - 个点的自同构有限?
迷向群是有限群?此时基点对应轨道是三维?这也
是下面的章节能够讨论三维轨道的原因?总结以
上分析和论证"得到如下的定理?
定理 F?BO在没有标明映射的地方存在自然诱导
的映射"符号同前"下图交换$

其中"K$22 - 为K- 中的系数向量的酉积为 %的规范化

的一元多项式;!# 是单位球面"坐标分量用!9"2"

J# 表示"则(!9"2"J# :@!9"2"J#"槇(!J# :@%D.J"
(P"$22(" 是被它们诱导的映射?第 % 列第 # 列的映
射是乘酉正交化后的多项式基底向量形成多项
式"第 # 列到第 ! 列是取多项式根"第 ! 列到第 "

$""
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列是球极投影?

GO!""B#三维轨道的初探
!/!##作用的不变量由分式线性变换在黎曼

球上的作用可以观察到"是作用前的多项式的根
对应的黎曼球上的 - 个点!算上重点# 的相对位
置关系;如果 - 个点有一维的自同构群那么因为
!/!## 自身是 ! 个自由度的"得到的轨道将是二
维?反之就是三维的轨道?这节更关心的是如何在
多项式的系数空间里用曲面把决定三维轨道的那
些基点描出来?

引理 G?DO关于 )的复系数一元二次方程9)#D槡# H
2)HJD槡# :$ 的两根呈负共轭倒数的判别条件是
C!C:C2# @#9JC:C9C# HC2C# HCJC#;!用结式
可证明#?
命题 G?DO在 #$#情况下"用酉模为 % 的多项式系
数空间%F的复坐标!9"2"J# 来描叙 !/!## 轨道"
则过单位酉模基点!9$"2$"J$# 的轨道是三维轨道

等价于 C2#$ @#9$J$ C& $"或 %;
证明@定理 !?% 已经证明系数向量属于轨道是二
维的基点的充要条件是其轨道过基点!%"$"$#"
!$"%"$#或!$"$"%#?这三者的判别式要么是 $ 要
么是 %?下面只需证非 $"% 的点不可能与这 ! 个
基点共轨道!引理 "?%#?此时方程的根在单位球
面上对应的两点不是对径点也不重合"其自同构
是有限群"故基点处 !/!## 作用下的迷向群离散
从而为三维轨道? ,
引理 G?BO单位酉模的多项式系数空间 !#-H% 上有
- @M重根为 J"另外M重根为 @%D.J的多项式系数

的参数表示为 M+!- @M#+!% HCJC##槡
-

@.JM*,*
!%" @

+%"+#"("!@%#M+M"("!@%# -+-#" 其中+M" 是关
于 - @M重根J"M重根 @%D.J的初等对称多项式"且
+M"可以写成 &!CJC##D.JM" &是有理多项式;特别

地" - :#M时" *:$成立"这就是说"在模 !%作用
后"它的参数是全实有理参数?
证明@只证 !%" @+%"+#"("!@%#M+M"("!@%# -+-#

的模是 CJCM

M+!- @M#+!% HCJC##槡
-
用定义来求酉

内积对!"% H%DJ"##
M!"% @.J"##

-@M!J% H
%
.J
J##

M!J%

@JJ##
-@M做一对换元令 8 :!J% H

%
.J
J##

M" # :!J%

@JJ##
-@M"把偏微分算子换成是关于 8"# 的;整理

即得上面的结果;在 - :#M的情况"考虑到!(JPH
I#M! @.IJPH/(#M中令J:@ID(时多项式的首项 @
!(.I#M可由 @%D(.I:JH%D.J算出"故而直接得到
要证的结果"参数 *:$; ,

注意到引理中的轨道只涉及一个变元 J" 分
式线性变换可以把它迁移至任意扩大复平面的
数"故有如下?
推论 G?DO上述 - @M"重根为 J"另外 M重根为
@%D.J决定的单位酉模参数代表的流形都是齐性
流形;自同构群都是 %-!!/!###"自同构群的作

用都可迁移"且每点处的迷向群都是 !% 的共轭群
的表示群?

事实上"由文献 &&’中的到射影空间的嵌入
的像是 c-+14Y1闭集的定理"这个流形可以用有限
个代数方程的交表示出来?由于推论中的可迁移
性"我们发现了一个非此即彼的论断$即在这些个
方程交上的基点对应的就是二维轨道"不在它上
面的就是三维轨道?这是命题 "?% 到 #$ -的推广?

UO !/"## 三维轨道与重根分布的
对应
@@我们引入一段方程重根的判别理论"根据 -

:0
1

,:%
-,的不同的正整数分拆"扩大复平面系数

上的含重根的一元 - 次方程的重根分布呈现!-%"
-#"("-1# 多种类型"即方程的根分别为 -%"-#"
("-1重;-% 重的 9%"-# 重的 9#"("-1重的 91"9,"
97"% ’ ,"7’ -可以相等;如果将其中的某个 -,再
次分拆成 # 个正整数之和!-,@E# HE" 那么对应
的重根类型就会成为 !-%"-#"(" !-, @E#"E("
-1#;我们把这样的一个操作叫做一次加细"把加
细的逆操作叫缩并;一元 - 次方程的不同类型的
重根分布对应什么样的判别式的问题"可以从如
下嵌入来考虑$!#$%#1$ !#$%# -$ #$ -$!9%"9#"

("91#
!-% G!-# G( G!-

$22222222
1

!9%"9%"("9%"9#"9#"

("9#"("91"91"("91# $22
&

!%" @ +%"("

!@%#M+M"("+-#" 其中 +,是关于 9%"9%"("9%"
9#"9#"("9#"("91"91"("91" 这 - 个根的初等对

称多项式" - :0
1

,:%
-,为不同的正整数分拆"为了

使映射连续" 9,"97可以取为相等" %’,"7’ -;那

%""
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么&的像就成了一个首一一元 -次方程的系数"其
根为 9%"9#"("91"根的重数为!-%"-#"("-1#;由
于右边的嵌入是到复射影空间"故由文献&&’得
到这个嵌入的像是一个 c-+14Y1闭集"即可以写成
有限个既约的代数方程的交"这个交定义的射影
代数簇定义为一元 - 次方程的类型为!-%"-#"("
-1# 的射影判别式簇"记为 K!-%"-#"("-1#;那么
最初定义的重根类型的一次加细"会诱导判别式
簇的一次加细"加细的映射由某个 -,重的根分拆
成两个重数分别为!-,@E#"E根 !可以相等#而
成?缩并也是指这个逆过程?
命题 U?DO采用与上面同样的记号" K!-%"-#"("
-1# 的奇异点必是由 9%"9#"("91中某个 9, :97"
% ’,"7’ - 的缩并在 &的像下给出的点;M重奇异
点必是 M次缩并后给出的 &的像点?
证明@奇异点是 (-:)C1-, 矩阵 !"! @%#>+>D"9E#
的秩较非奇异点小的点;用母函数的技巧"作矩阵

乘 积$ 0
-

>:$
!"! @ %#>+>D"9E#9

> : "D"9E0
-

>:$

!@%#>+>9
> :"D"9E-

1

,:%
!9@9,#

-,;

若 (-:)C1-, 矩阵较非奇异点的秩少 %"则存

在一 列 不 全 为 零 的 常 数 "E" 使 得0
1

E:%
"E!"

!@%#>+>D"9E# :$对任意>成立"故0
1

E:%
"E"D"9E-

1

,:%
!9

@9,#
-, :$"-,是正整数"由 9的任意性可以消去

关于9的公因式"得到0
1

E:%
3E"E"D"9E-

1

,:%
!9@9,# :

$"其中 3E是求导后得到的某个正整数;不妨设 "%

& $"代入9:9% 后发现-
1

,:#
!9@9,# :$ 成立"这

意味着必存在某个 ,在 # 到 - 之间"使得 9% :9,;
若 (-:)C1-, 矩阵较非奇异点的秩少 #"则在

原判别式的参数化中代入 9% :9,后"转化为新的
(-:)C1-, 矩阵"其秩较非奇异点的秩少 %?导致新

的缩并会出现?重复上述操作"得到 M重奇异点是
缩并 M次得到的判别式簇上的点? ,
命题 U?BO扩大复平面上的一元 - 次方程的根中
有一对呈负共轭倒数存在的条件可以用关于这个
方程的系数的一个方程作等价条件给出"这个方
程所代表的超曲面是有奇异性的"其第 - @#重的
奇异点也就是重数最高的奇异点作为基点时对应
的 !/!## 轨道是二维的"且除全纯曲线外的二维
轨道的基点只有这么多?其他点对应的轨道都是
三维的?
证明@由该方程"以及做过 J到 @%D.J的变换的方
程作结式所得的关于系数的方程"即是这个方程
的根有一对呈负共轭倒数存在的充要条件;按照
上述引理"选只有一对呈负共轭倒数且没有其他
等根的根分布对应的超曲面上的点"作缩并对应
的投影映射" - @#次后才会投影到全是J与@%D.J
型的根对应的超曲面上的点上;此时这些点作为
基点时对应的 !/!## 轨道是二维的?没有缩并到
这个程度的根在单位球面上对应的点的自同构群
有限"故为三维? ,
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