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摘@要@对失效信息随机缺失时的可加危险率模型的估计进行研究?充分利用失效信息和缺
失信息的概率模型的信息!通过构建估计方程!得到回归参数和基准累积风险函数的 ! 个估
计?证明了所提估计的渐近正态性! 并进行数值模拟研究其有限样本性质?利用数值模拟研究
比较所提估计与文献中的估计的有限样本性质!并通过分析一个实际数据验证了本文方法的
有效性?
关键词@删失信息’ 随机缺失’ 可加危险率模型’ 加权估计方程’ 插补估计
中图分类号!V#%#[%@@文献标志码!9@@*’0(%$[’F#!\]?144,?#$EFJ&%!"[#$%&[$"[$$!

!4#40+4050),.$.)5.’,#**040>."#1#$*+A’*./K".)5.)+’$0)-
0)*05#4’$+#$.A0++0)- #4$#)*’A

7UIAD31/31" =0Ac818*-" PIa*3
! !"#$$%$&’()#*+(),"(%!",*-"*." /-,0*1.,)2$&3#,-*.*4"(5*+2$&!",*-"*." 6*,7,-8 %$$$"E" 3#,-(%

Q*2=(I$1()$12$&6,8 R()( ’,-,-8 (-5 Q-$S%*58*’(-(8*+*-)" 3#,-*.*4"(5*+2$&!",*-"*." 6*,7,-8 %$$%E$" 3#,-(#

@&+4$#54@M, 5814T)+Y" T3:),41;3+-43<1JB-+-<35+1:-;;151238-S-+;4+3H+3441), <);3./)++1H85J
:3,4)+3; ;-5-T158 :3,4)+1,H1,;1:-5)+4<1441,H-5+-,;)<?b63<B.)61,H5831,/)+<-51), )/583
+34B),43-,; :3,4)+1,HB+)C-C1.156<);3.4" T3B+)B)4358+333451<-5)+4)/583+3H+3441), :)3//1:13,5
-,; 583C-43.1,3:*<*.-51238-S-+; /*,:51),?L3B+)2358-5583B+)B)43; 3451<-5)+4-+3:),41453,5
-,; -46<B5)51:-..6,)+<-.?=1<*.-51), 45*;134-+3:),;*:53; 5)32-.*-53583,*<3+1:-.B3+/)+<-,:3
)/583B+)B)43; 3451<-5)+41, :)<B-+14), T158 5833Z1451,H3451<-5)+4?9+3-.;-5-43514-,-.6S3; 5)
2-.1;-535833//3:5123,344)/583B+)B)43; <358);4?
J.3 K’$*+@ :3,4)+1,H1,/)+<-51),% <1441,H-5+-,;)<% -;;151238-S-+;4+3H+3441), <);3.%
T31H851,H3451<-51,H3O*-51),% 1<B*5-51), 3451<-51,H

@@在很多研究领域"数据经常出现右删失的情 况"比如研究个体的中途退出或失去跟踪都会导
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致生存时间的右删失?令 T和 3分别表示分布函
数为 U和 V的生存时间和删失时间变量"当生存
数据出现右删失时"仅观察到 W:$<1,!T"3#;通
常假定在给定 >维协变量 $时"T和 3条件独立?

记删失指示变量 +:X!T’ 3#"X!4# 表示 4
的示性函数;删失指示变量 +不是总能观测到"有
时会出现缺失的现象;例如"某些研究个体的医学
记录丢失了% 另外"当获取死亡信息需要进行解
剖时"昂贵的解剖代价往往使得许多个体的解剖
没有进行"从而使死亡原因无法收集到"这时失效
信息也缺失了;令 ,表示失效信息缺失的指示变
量" 当观测到 +时 ,:%"否则 ,:$;

若 +缺失的概率既与+本身的值无关"又与观
测到的变量W和$的值无关"即O.,:%C+"W"$/
:O.,: %/" 则称 +的缺失为完全随机缺失
!N79R#%若 +缺失的概率仅仅与 W和 $的值相
关"但是与 +本身的值无关"即 O.,:% C+"W"$/
:O.,:% CW"$/"则称 +的缺失为随机缺失
!N9R#%若 +的缺失与 +本身有关"则称 +的缺失
为非随机缺失!NA9R#?通常假设数据的缺失是
N9R的"且在很多情形下这是合乎情理的 &%’?大
量的统计文献在做统计推断时将数据的随机缺失
假设作为基本准则"例如文献&#’对失效原因随
机缺失的竞争风险数据进行研究%文献 &!’对响
应变量随机缺失的半参数回归模型进行研究%文
献&"’研究死亡原因随机缺失时生存函数的半参
数估计?本文考虑失效信息 +是随机缺失的"关于
失效信息缺失的研究也有很多"如文献&FĴ’等?

本文中"我们利用可加危险率模型研究协变
量 $对生存时间 T的影响;可加危险率模型是一
种较为常见的半参数回归模型"在可加危险率回
归模型下"条件风险率函数 &!)C$# :&$!)# H
"P$$"其中 &$!)# 是未知的基准风险函数""$ 是 >
维未知回归参数?关于可加危险率模型的研究有
很多"可参考文献&EJ%%’等?

我们的目的是估计未知的回归参数 "$ 和基
准风险函数&$!)#;对可加危险率模型"当失效信
息随机缺失时"文献 &%#’ 采用逆概率加权的思
想" 构建关于未知参数"$ 和&$!)# 的简单加权估
计方程组和完全增广加权估计方程组"并证明了
估计的渐近性质%文献&%!’亦对同种类型的数据
进行研究"通过一种基于核的插补方法 !h3+,3.J
-441453; 1<B*5-51), 3451<-51,H<358);#得到一组关

于 "$ 和 &$!)# 的估计方程组"从而得到 "$ 和
&$!)# 的估计;上述估计方法在构建估计方程组
时"均使用了条件概率 O.+:% CW"$/ 的非参数
核估计?我们知道"非参数核方法受到 1维数祸
根2的困扰"从而在一定程度上 限制了方法在协
变量维数比较高时的使用?

我们发现"有时是可以获得关于删失模型
O.+:% CW"$/ 的信息的"比如当生存时间和删
失时间都服从威布尔分布时"根据O.+:%CW:

9/ :
&)!9#

&)!9# H&"!9#
: %
% H&"!9#D&)!9#

"其中

&)!9# 和&"!9# 分别表示T和3的风险函数"文献
&%"’ 表明*%D!*% H9

*##"*% A$"*# %F是一个可
供选择的模型;更多关于对O.+:% CW"$/ 进行
参数模型假定的细节可参考文献&%"’;显然"假
定 O.+:% CW"$/ 具有参数形式"就可避免非参
数光滑方法的使用"从而避免 1维数祸根2的问
题?即使协变量的维数比较高"本文所提的方法
也是有效的?

DO模型介绍

假设我们观测到一个独立同分布的样本
.W,",,",,+,"$,/

-
,:%;进一步假定参数概率模型$

)!%,"## :O.,, :% C%,/"
-!%,"$# :O.+, :% C%,/"

其中" )!)"## 和 -!)"$# 表示形式已知的函数"
#和$表示未知参数"%,:!W,"$P,#P;对可加危险
率回归模型" 条件危险率函数有如下形式

&!)C$# :&$!)# H"P$$" !%#
其中 &$!)# 是未知的基准危险率函数""$ 是 >维
未知回归参数?

显然 )!%,"## :Y.,,C%,/"-!%,"$# :
Y.+,C%,/ 分别表示给定 %,时 ,,和 +,的条件期
望"因而可使用已有的二元数据分析的方法对缺
失模型和删失模型进行分析"可假定 )!%,"## 和
-!%,"$# 满足常见的逻辑回归模型;另外"文献
&%"’ 给出删失参数模型需满足O.+:%CW:9/

:
&)!9#

&)!9# H&"!9#
;该文同时还给出了一些具体

可行的参数模型假设"比如当 &"!9# 通过链接函
数 #!9"$# 对 &)!9# 产生乘积效应"即 &)!9# :
#!9"$#&"!9#"其中 .是未知参数"那么可给出

O.+:%CW:9/ : #!9"$#
% H#!9"$#

;更多关于对O.+

"""
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:% CW/ 进行参数模型假定的细节可参考文献
&%"’?

对可加危险率模型"若失效信息没有缺失"令
Z,!)# :X!W,’ )"+, :%#"Z

L
,!)# :X!W,’ )#"

[,!)# :X!W,+ )# "那么

’,!)# :Z,!)# @#
)

$

[,!.#.&$!.# H"P$$,/;.

:+,Z
L
,!)# @#

)

$

[,!.#.&$!.# H"P$$,/;."

!,:%"#"("-#;
是零均值的鞅过程?根据鞅的性质"可得到关于未
知回归参数 "$ 的估计方程

&E’

0
-

,:%
#
/

$
.$,@$

@

!)#/&;Z,!)# @[,!)#"P$$,;)’ :$"

!##

其中 $
@

!)# :
0

-

,:%
$,[,!)#

0
-

,:%
[,!)#

"/是给定的满足O!W,

+ /# A$ 且 $$!/# ?‘ 的正常数" 一般取 /:

<-Z.W,/"其中 $$!)# :#
)

$

&$!.#;.表示基准累积

风险函数?

BO参数概率模型的估计

这一节考虑参数概率模型中未知参数 #和 $
的估计;因为,和+均服从条件伯努利分布"可以
构建如下的似然函数$
=-!## :%

-
,:%.)!%,"##/

,,.% @)!%,"##/
%@,,"

!!#
=-!$# :%

-
,:%.-!%,"$#/

,,+,.% @-!%,"$#/
,,!%@+,#;

!"#
求解使上面似然函数达到最大的 #和 $"分别记

为#i- 和$i-;在估计$i- 时" 我们只用到对应 ,, :%
的观测数据"也即只使用了失效信息完全观察到
的数据?在随机缺失条件下"由上面似然函数得到
的估计方程是相合的?下面引理给出估计的渐近
正态性?
引理 B?DO若附录中的条件 !7%#3!7! #成立"
则有

槡-!#i- @## :
%@%#

槡-
0
-

,:%

)P!%,"##
)!%,"##

,,@)!%,"##
% @)!%,"##

H$>!%#"

槡-!$i- @$# :
%@%.

槡-
0
-

,:%

-P!%,"$#
-!%,"$#

+,@-!%,"$#
%@-!%,"$#

,,H$>!%#"

这里

%# :Y
)P!%,"##
)!%,"##

)P!%,"##
W

% @)!%,"#
[ ]# "

%. :Y
-P!%,"$#
-!%,"$#

-P!%,"$#
W

% @-!%,"$#
)!%,"#[ ]# "

)P!%,"## 和-P!%,"$# 分别为)!%,"## 和-!%,"
$# 关于 #和 $的一阶导数?

FO逆概率加权估计

当失效信息随机缺失时"因为有些 +,是缺失

的"因此估计方程!##不能直接使用?利用逆概率
加权方法"可以构建零均值的随机过程

’&%’
, !)# :

,,
)!%,"##

Z,!)# @#
)

$
[,!.#.&$!.# H"P$$,/;[ ]."

进一步可构建下面的估计方程组$

0
-

,:%
#
/

$

,,
)!%,"#i-#

$,&;Z,!)# @[,!)#"P$$,;)@[,!)#

;$$!)#’ :$" !F#

0
-

,:%

,,
)!%,"#i-#

&;Z,!)# @[,!)#"P$$,;)@[,!)#;$$!)#’ :$"

!&#
对任意的向量 &"记 &3# :&&P;解上述方程组"可
得 "$ 和 $$ 的逆概率加权估计有如下形式$

"i%- : 0
-

,:%
#
/

$

,,
)!%,"#i-#

[,!)#.$,@$
@
"!)#/3#;[ ])

@%

0
-

,:%
#
/

$

,,
)!%,"#i-#

.$,@$
@" !)#/;Z,!)#" !’#

$i%-!)# :#
)

$

0
-

,:%

,,
)!%,"#i-#

&;Z,!.# @[,!.#"iP%-$,;.’

0
-

,:%

,,
)!%,"#i-#

[,!.#
"

!^#
其中

$
@" !)# :

0
-

,:%

,,
)!%,"#i-#

$,[,!)#

0
-

,:%

,,
)!%,"#i-#

[,!)#
;

@@首先给出 "i%- 的渐近正态性?
定理 F?DO若附录中条件!7%#3!7F#成立"那么

槡-!"i%- @"$# :’
@% -@%D#0

-

,:%
%%( ), H$>!%#"

其中

F""
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’:Y&#
/

$

[,!)#.$,@(
@!)#/3# ;)’"

(@!)# :Y&$,[,!)#’DY&[,!)#’"

%%, :#
/

$

,,
)!%,"##

.$,@(
@!)#/;’,!)# H)%#%

@%
#!#,"

)%# :Y&@#
/

$

.$,@(
@!)#/

,,)P!%,"##
W

)#!%,"##
;’,!)#’"

!#, :
)P!%,"##
)!%,"##

,,@)!%,"##
% @)!%,"##

;

@@根据定理 !?%"由中心极限定理可知槡-!"i%-
@"$# 依分布收敛于均值为 *0 协方差矩阵为

’@%Y!%%,%
W
%,#!’

@%#W的正态分布?
采用传统的 B.*HJ1, 方法"可得到渐近方差

’@%Y!%%,%
W
%,#!’

@%#W 的 相 合 估 计 为

’i@% %
-0

-

,:%
%i%,%i

W
%( ), !’i@%#W" 其中

’i: %
-#
/

$

[,!)#.$,@$
@
!)#/3# ;)"

%i%, :#
/

$

,,
)!%,"#i-#

.$,@$
@
!)#/&;Z,!)# @[,!)#

!;$i%-!)# H"iP%-$,;)#’ H)i%#%i
@%
# !i#,"

)i%# :
%
-0

-

,:%
&@#

/

$

.$,@$
@
!)#/

,,)P!%,"#i-#
W

)#!%,"#i-#

.;Z,!)# @[,!)#!;$i%-!)# H"iP%-$,;)#/’"

%i# :
%
-0

-

,:%

)P!%,"#i-#

)!%,"#i-#
)P!%,"#i-#

W

% @)!%,"#i-
[ ]# "

!i#, :
)P!%,"#i-#

)!%,"#i-#
,,@)!%,"#i-#
% @)!%,"#i-#

;

@@下面考察 $i%-!)# 的渐近正态性?
定理 F?BO在定理 !?% 成立的条件下"有

槡-!$i%-!)# @$$!)## :-
@%D#0

-

,:%
!%,!)# H$>!%#"

其中

!%,!)# :#
)

$

,,
)!%,"##

;’,!.#

’!.#
@+!)#W’@%%%,@,%#!)#%

@%
#!#,"

’!)# :Y&[,!)#’"+!)# :#
)

$

(@!.#;."

,%#!)# :Y#
)

$

,,)P!%,"##
W

)#!%,"##’!.#
;’,!.[ ]# ;

@@根据定理 !?#"槡-!$i%-!)# @$$!)## 依分布
收敛于一个均值为 $的高斯过程" 且在!.")#的渐
近 协 方 差 函 数 为 Y!!%,!.#!%,!)##; 易 得

Y!!%,!.#!%,!)## 的相合估计为
%
-0

-

,:%
!!i%,!.#!i%,!)##"

其中

!i%,!)# :

#
)

$

,,
)!%,"#i-#

&;Z,!.# @[,!.#.;$i%-!.# H"iP%-$,;./’

%
-0

-

,:%
[,!.#

@

+i!)#W’i@%%i%,@,i%#!)#%i
@%
#!i#,"

+i!)# :#
)

$

$
@
!.#;."’i!)# : %

-0
-

,:%
[,!)#"

,i%#!)# :
%
-0

-

,:%
&#
)

$

,,)P!%,"#i-#
W

)#!%,"#i-#’i!.#
.; Z,!.# @

[,!.#!;$i%-!.# H"iP%-$,;.#/;

GO增广加权估计

上面构建的逆概率加权估计只用到了完全观
测样本!对应 ,,:% 的个体# 的信息;忽略不完全
观测样本!,,:$ 的个体#可能会使结果的有效性
降低?尤其当缺失比率较高时"这种现象更为严
重?注意到

’&#’
, !)# :

,,
)!%,"##

Z,!)# H

% @
,,

)!%,"#
( )# -!%,"$#ZL,!)# @

#
)

$

[,!.#.&$!.# H"P$$,/;."

是零均值的随机过程?

考虑下面的关于 "$ 和 $$ 的增广加权估计
方程$

0
-

,:%
#
/

$
\,&

,,
)!%,"#i-#

;Z,!)# H!% @
,,

)!%,"#i-#
#-!%,"$i-#

;ZL,!)# @[,!)#"P$$,;)@[,!)#;$$!)#’ :$"

!E#

0
-

,:%
&

,,
)!%,"#i-#

;Z,!)# H!% @
,,

)!%,"#i-#
#-!%,"$i-#

;ZL,!)# @[,!)#"P$$,;)@[,!)#;$$!)#’ :$"

!%$#

&""
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解上述方程组"可得 "$ 和 $$ 的增广加权估计有
如下形式$

"i#- : 0
-

,:%
#
/

$
[,!)#.$,@$

@
!)#/3# ;[ ])@%

0
-

,:%
#
/

$
.$,@$

@
!)#/&

,,
)!%,"#i-#

;Z,!)# H

!% @
,,

)!%,"#i-#
#-!%,"$i-#;Z

L
,!)#’" !%%#

$i#-!)# :#
)

$
0
-

,:%
.

,,
)!%,"#i-#

;Z,!.# H!% @
,,

)!%,"#i-#
#

-!%,"$i-#;Z
L
,!.# @[,!.#"iP#-$,;./D0

-

,:%
[,!.#;

!%##
@@我们给出记号$

!., :
-P!%,"$#
-!%,"$#

+,@-!%,"$#
% @-!%,"$#

,,"

%#, :#
/

$

.$,@(
@!)#/;’&#’

, !)# H)##%
@%
#!#,H)#.%

@%
.!.,"

)## :Y#
/

$
.$,@(

@!)#/
,,)P!%,"##

W

)#!%,"##
!-!%,"$#@+,#;Z

L
,!)[ ]# "

)#. :Y#
/

$
.$,@(

@!)#/!%@
,,

)!%,"##
#-P!%,"$#

W;ZL,!)[ ]# ;
@@下面定理给出 "i#- 的渐近正态性?
定理 G?DO在定理 !?% 成立的条件下"

槡-!"i#- @"$# :’
@% -@%D#0

-

,:%
%#( ), H$>!%#;

@@由定理 "?% 可得槡-!"i#- @"$# 依分布收敛于
均值为 $0协方差矩阵为 ’@%Y!%#,%

W
#,#!’

@%#W的
正 态 分 布; 我 们 可 以 给 出 渐 近 方 差
’@%Y!%#,%

W
#,#!’

@%#W 的 相 合 估 计$

’i@% %
-0

-

,:%
%i#,%i

W
#( ), !’i@%#W" 其中

%i#, :#
/

$

.$,@$
@
!)#/&

,,
)!%,"#i-#

;Z,!)# H!% @
,,

)!%,"#i-#
#

-!%,"$i-#;Z
L
,!)# @-,!)#!;$i#-!)# H"iP#-$,;)#’ H

)i##%i
@%
# !i#,H)i#.%i

@%
. !i.,"

)i## :
%
-0

-

,:%
&#
/

$

.$,@$
@
!)#/

,,)P!%,"#i-#
W

)#!%,"#i-#

!-!%,"$i-# @+,#;Z
L
,!)#’"

)i#. :
%
-0

-

,:%
&#
/

$

.$,@$
@
!)#/!% @

,,
)!%,"#i-#

#

-P!%,"$i-#
W;ZL,!)#’"

%i. :
%
-0

-

,:%

-P!%,"$i-#

-!%,"$i-#
-P!%,"$i-#

W

% @-!%,"$i-#
)!%,"#i-[ ]# "

!i., :
-P!%,"$i-#

-!%,"$i-#
+,@-!%,"$i-#
% @-!%,"$i-#

,,;

@@下面的定理 "?# 给出 $i#-!)# 的渐近性质?
定理 G?BO在定理 !?% 成立的条件下"有

槡-!$i#-!)# @$$!)## :-
@%D#0

-

,:%
!#,!)# H$>!%#"

其中

!#,!)# j#
)

$

;’&#’
, !.#
’!.#

k+!)#W’k%%#,l

,##!)#%
k%
# !#,l,#.!)#%

k%
. !.,"

,##!)# jY&#
)

$

,,)P!%,"##
W

)#!%,"##’!.#
!-!%,"$# k+,#;Z

L
,!.#’"

,#.!)# jY&#
)

$
!% k

,,
)!%,"##

#
-P!%,"$#

W

’!.#
;ZL,!.#’;

@@由定理 "?#"进一步可得到 槡-!$i#-!)# @
$$!)## 依分布收敛于一个均值为 $ 的高斯过程"
且 在 !.")# 的 渐 近 协 方 差 函 数 为
Y!!#,!.#!#,!)##;我们给出 Y!!#,!.#!,!)## 的相

合估计 %
-0

-

,:%
!!i#,!.#!i#,!)## "其中

!i#,!)# :#
)

$

.
,,

)!%,"#i-#
;Z,!.# H!% @

,,
)!%,"#i-#

#

-!%,"$i-#;Z
L
,!.# @[,!.#.;$i#-!.# H

"iP#-$,;.//D.
%
-0

-

,:%
[,!.#/ @

+i!)#W’i@%%i#,H,i##!)#%i
@%
# !i#,H

,i#.!)#%i
@%
. !i.,"

,i##!)# :
%
-0

-

,:%
&#
)

$

,,)P!%,"#i-#
W

)#!%,"#i-#’i!.#
!-!%,"$i-#@+,#;Z

L
,!.#’"

,i#.!)# :
%
-0

-

,:%
&#
)

$

!% @
,,

)!%,"#i-#
#
-P!%,"$i-#

W

’i!.#
;ZL,!.#’;

UO基于模型的插补估计

在处理缺失数据时"插补是一种常用的方法?
下面考虑一种基于模型的插补方法?当 ,, :%"
X!W,’)"+,:%# :+,X!W,’)# 是可以观察到的;
但是 ,, :$ 时"因为 +,的值缺失了" 因此 X!W,’
)"+,:%#无法由观察数据得到;此时"对+,用其条

’""
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件均值-!%,"$# 替代" 以此得到下面零均值的随
机过程
’&!’
, !)# :,,Z,!)# H!% @,,#-!%,"$#Z

L
,!)# @

#
)

$

[,!.#.&$!.# H"P$$,/;."

那么可得如下关于 "$ 和 $$ 的估计方程$

0
-

,:%
#
/

$
$,&,,;Z,!)# H!% @,,#-!%,"$i-#;Z

L
,!)# @

[,!)#"P$$,;)@[,!)#;$$!)#’ :$" !%!#

0
-

,:%
&,,;Z,!)# H!% @,,#-!%,"$i-#;Z

L
,!)# @

[,!)#"P$$,;)@[,!)#;$$!)#’ :$" !%"#
解上述方程组"可得 "$ 和 $$ 的基于模型的插补
估计有如下形式$

"i!- : 0
-

,:%
#
/

$
[,!)#.$,@$

@
!)#/3#;[ ])@%

0
-

,:%
#
/

$
.$,@

$
@
!)#/&,,;Z,!)# H!% @,,#-

!%,"$i-#;Z
L
,!)#’" !%F#

$i!-!)# :#
)

$

.0
-

,:%
,,;Z,!.# H!% @,,#-!%,"$i-#;Z

L
,!.# @

[,!.#"iP!-$,;./D0
-

,:%
[,!.#; !%&#

@@与定理 "?% 和定理 "?# 相似" "i!- 和 $i!-!)#
的渐近性质由下面的定理给出?
定理 U?DO在定理 !?% 成立的条件下"我们有

槡-!"i!- @"$# :’
@% -@%D#0

-

,:%
%!( ), H$>!%#"

槡-!$i!-!)# @$$!)## :-
@%D#0

-

,:%
!!,!)# H$>!%#"

其中

%!, :#
/

$

.$,@(
@!)#/;’&!’

, !)# H)!.%
@%
. !.,"

)!. :Y#
/

$
.$,@(

@!)#/!% @,,#-P!%,"$#
W;ZL,!)[ ]# "

!!,!)# :#
)

$

;’&!’
, !.#
’!.#

@+!)#W’@%%!,H,!.!)#%
@%
.!.,"

,!.!)# :Y&#
)

$

!% @,,#
-P!%,"$#

W

’!.#
;ZL,!.#’;

@@由定理 F?% 可得槡-!"i!- @"$# 依分布收敛于
均值为 *0协方差矩阵为 ’@%Y!%!,%

W
!,#!’

@%#W的

正态分布"槡-!$i!-!)# @$$!)## 依分布收敛于均值
为 $0在!.")# 的渐近协方差函数为Y!!!,!.#!!,!)##

的高斯过程"与前面类似的讨论即可得到其渐近
方差和渐近协方差函数的相合估计?

EO数值模拟和实例分析

EPDO数值模拟
本节通过数值模拟对回归参数 "$ 的 ! 个估

计结果 "i%-""i#- 和 "i!- 的有限样本性质进行研究;
对考虑的可加危险率模型 &!)C$# :&$!)# H
"P$$"基准风险函数取为 &$!)# 4 $;F"回归系数
0$ :%;协变量考虑 # 种情形$\N0,1/)+<!$"##
和\Nb3+,)*..1!$;F#;由可加危险率模型 &!)C
\# :&$!)# H0$\"根据风险函数和密度函数的关
系"可以生成生存时间变量 T,",:%"#"("-;假
定删失时间变量 3的风险函数为 !&$!)# H
0$\#D3ZB!.%\H.##"并据此生成删失时间变量
3,",:%"#"("-;样本量 - 取为 %$$ 和 #$$?

设定响应概率模型 O.,, :% C%,/ :)!%,"
## 的参数形式为

)!%,"## :
3ZB!#P%%,H###

% H3ZB!#P%%,H###
"

考虑到 -!0".# :
&)

&)H&"
" 其中&)和&"分别表示

T和 3的风险函数"因此可求得

O.+, :%CW,"\,/ :-!%,"$# :
3ZB!.%\,H.##

% H3ZB!.%\,H.##
"

考虑不同的删失率和缺失率"这通过取不同的参
数的值达到?参数不同的取值以及相应的删失率
和缺失率详见表 %?

基于 % $$$ 次重复模拟的结果"计算所提的回归
参数 0 的 ! 种估计的偏差 !bM9=#"样本标准差
!==I#"估计的标准差!I=I#和基于正态近似的 EFm
的覆盖率!7f#?我们也给出文献&%#J%!’所提估计
的偏差"样本标准差"估计的标准差和基于正态近似
的 EFm的覆盖率"具体结果列于表 #和表 !?

从模拟结果可以看出"本文所提的 ! 个估计
都有比较小的偏差"样本标准差和估计标准差%样
本标准差和估计标准差比较接近?当缺失概率和
删失概率不是很大时"所提估计的覆盖率在 EFm
附近?因此"所提的估计有比较好的有限样本性
质?进一步比较所提的 ! 个估计?显然"增广加权
估计和基于模型的插补估计"相比逆概率加权估
计"具有更小的偏差"样本标准差和估计标准差及
@@

^""
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表 DO模型参数设置
M#&/.DOQ#$#A.4$05A’*./+.440)-+

删失率
缺失率

#$m "$m

# . # .
\n0,1/)+<!$"##

#$m &%[F$" k$[’%’ * &%[$$"$["^’ * &$[F$" k$[!^’ * &%[$$"$["^’ *
"$m &$[F$" $[’$’ * &%[$$" k$[F&’ * &$[F$" k$[!$’ * &%[$$" k$[F&’ *

\nb3+,)*..1!$[F#
#$m &%[$$" $[%F’ * &#[$$" $[&^’ * &$[F$" k$[#F’ * &#[$$" $[&^’ *
"$m &$[F$" $[E$’ * &#[$$" k$["E’ * &$[F$" k$[%&’ * &#[$$" k$["E’ *

表 BO$X=)0,’$A"C$B#时的模拟结果
M#&/.BO!0A(/#40’)$.+(/4+K".)$X=)0,’$A"C$B#

删失率 估计
缺失率

#$m "$m
bM9= ==I I=I 7f bM9= ==I I=I 7f

- j%$$

#$m 0i% $[$%F # $[!#F # $[!"^ E $[E&# $ $[$#F $ $[!’" $ $["^^ $ $[E’’ $

0i# $[$$^ & $[!$" ^ $[#EE # $[E"& $ $[$#% E $[!%’ ’ $[!$# ! $[E!F $

0i! $[$%# F $[#^& ! $[#E# " $[EF# $ $[$#% E $[#^E E $[#E^ E $[E"^ $

0i& !’%
$[$F! ! $[!%! " $[!^% ’ $[E^! $ $[$F! ! $[!&F $ $["!^ ^ $[E’E $

0i& !’#
$[$&$ E $[!$F ’ $[!^% ’ $[E^’ $ $[$$’ % $[!%# & $["!^ ^ $[E^! $

0i&B’!
$[%"^ % $[#^E ^ $[!’F % $[E^^ $ k$[$&F $ $[#’& & $[!’" ’ $[E’’ $

"$m 0i% $[$"" $ $[!^! ! $[""F & $[E’F $ $[$!F % $[""% & $[&%^ " $[E^’ $

0i# $[$"$ & $[!&’ ! $[!"% E $[E!^ $ $[$#& ! $[!^! F $[!&$ E $[E’E $

0i! $[$!E E $[!"$ F $[!"$ ! $[EF$ $ $[$#" ^ $[!%E % $[!F^ ’ $[E&’ $

0i& !’%
$[$F! & $[!^! $ $["&F E $[E^# $ $[$&$ & $["!^ & $[F%E & $[E’! $

0i& !’#
$[$!% E $[!&! ^ $["&F E $[E^’ $ $[$$$ ! $[!’$ & $[F%E & $[E^" $

0i&B’!
$[$## E $[!F% # $["!^ ! $[E^" $ $[$&# % $[!#E " $["!F % $[E’F $

- j#$$

#$m 0i% $[$$’ ’ $[##^ ! $[#"% ^ $[EF$ $ $[$$" F $[#F! & $[!!F F $[E^^ $

0i# $[$$" # $[#%& $ $[#%% ^ $[E"$ $ $[$$! ’ $[#%E % $[#%" % $[E"# $

0i! $[$$F $ $[#$$ $ $[#$& ^ $[EF! $ $[$$! E $[%E^ ! $[#%% F $[E&" $

0i& !’%
$[$!$ # $[#%’ # $[#&% # $[E^! $ $[$#E # $[#"% F $[#E" % $[E^$ $

0i& !’#
$[$!" ’ $[#%! ’ $[#&% # $[E^! $ k$[$%% ’ $[#%! # $[#E" % $[E^’ $

0i&B’!
$[%!% " $[#$F # $[#FE # $[E’^ $ k$[$&E ! $[%^^ ^ $[#FE & $[E’E $

"$m 0i% $[$$E $ $[#F" ’ $[!%# " $[E’’ $ $[$%" # $[#E! ’ $["#" # $[E^^ $

0i# $[$$^ ! $[#"# # $[#"% ’ $[E"! $ $[$%F # $[#F" E $[#F! ’ $[EF! $

0i! $[$$& ^ $[##! & $[#"$ F $[E&" $ $[$%% ^ $[#%" % $[#F% % $[E’# $

0i& !’%
$[$%& ’ $[#F" ^ $[!%F % $[E^$ $ $[$!F & $[#^& " $[!"’ ^ $[E^% $

0i& !’#
$[$$$ & $[#"$ E $[!%F % $[E^& $ k$[$$" ^ $[#"E " $[!"’ ^ $[E^^ $

0i&B’!
k$[$$F ^ $[#!$ F $[!$$ & $[E^" $ k$[$F^ ’ $[### $ $[!$# " $[E^! $

@@注$ 0i% $ 本文的逆概率加权估计% 0i& !’% $ 文献&%#’的简单加权估计% 0i# $ 本文的增广加权估计% 0i& !’# $ 文献&%#’的增广加权估计% 0i! $

本文的基于模型的插补估计% 0i&B’! $ 文献&%!’的插补估计%bM9=$偏差%==I$样本标准差%I=I$估计标准差%7f$基于正态近似的 EFm的

覆盖率?

E""
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表 FO$XN.$)’(//0"CPU#时的模拟结果
M#&/.FO!0A(/#40’)$.+(/4+K".)$XN.$)’(//0"CPU#

删失率 估计
缺失率

#$m "$m
bM9= ==I I=I 7f bM9= ==I I=I 7f

- j%$$

#$m 0i% $[$#$ ! $[#’$ ’ $[#^$ & $[EF^ $ $[$%& $ $[!%% % $[!&$ & $[E&& $

0i# $[$%E ! $[#F^ E $[#"! # $[E#& $ $[$%^ # $[#&% # $[#"E ^ $[E"! $

0i! $[$%^ E $[#F$ F $[#"$ ^ $[E!" $ $[$#$ F $[#"& ’ $[#"’ # $[EF% $

0i& !’%
$[$## ^ $[#&$ ^ $[#E% " $[E’% $ $[$#& ^ $[#’F ^ $[!%" F $[E^! $

0i& !’#
$[$#% ^ $[#&$ # $[#E% " $[E&E $ $[$%" ’ $[#&$ # $[!%" F $[E^’ $

0i&B’!
$[$!$ & $[#"’ & $[#^’ $ $[E^% $ k$[$^" ^ $[#!$ & $[#^^ ^ $[EF^ $

"$m 0i% $[$!& % $[!$# " $[!"% " $[E’$ $ $[$!F $ $[!F! F $["F^ ^ $[E’’ $

0i# $[$!" $ $[#^& ^ $[#’F $ $[E"& $ $[$#& % $[!$" " $[#^E ! $[E!! $

0i! $[$!% E $[#&E % $[#’! & $[E&# $ $[$#F # $[#FE ^ $[#^’ $ $[E’! $

0i& !’%
$[$!^ E $[#E! F $[!!& ’ $[E^! $ $[$"$ " $[!#’ E $[!&# F $[E’^ $

0i& !’#
$[$!% % $[#^& % $[!!& ’ $[E^" $ $[$%& E $[!$% & $[!&# F $[E^! $

0i&B’!
$[$%! & $[#’" ^ $[!#’ % $[E^! $ k$[$’# ^ $[#&" ^ $[!#’ E $[E&E $

- j#$$

#$m 0i% $[$$F ’ $[%E$ F $[%E’ " $[EFF $ $[$$E & $[#%& ’ $[#F$ F $[E’$ $

0i# $[$$" $ $[%^$ $ $[%’! & $[E"! $ $[$$" $ $[%^# F $[%’’ F $[E"^ $

0i! $[$$F # $[%’" & $[%’# % $[E"^ $ $[$$& $ $[%’# # $[%’F # $[EF’ $

0i& !’%
$[$$& & $[%^% E $[#$! # $[E’% $ $[$%! F $[%^E ’ $[#%’ % $[E’# $

0i& !’#
$[$$F E $[%^$ ’ $[#$! # $[E’" $ $[$$% F $[%^# ^ $[#%’ % $[E^# $

0i&B’!
$[$%^ ! $[%’" " $[#$# F $[E’’ $ k$[$E% " $[%&% # $[#$% % $[EF# $

"$m 0i% $[$$# ! $[#%$ E $[#!’ % $[E’# $ $[$$" E $[#"& $ $[!%" # $[E^% $

0i# $[$$! ^ $[%EE $ $[%E# & $[EF" $ $[$$$ E $[#%! ’ $[#$! & $[E!’ $

0i! $[$$" ’ $[%^& E $[%E% ^ $[E"’ $ $[$$# ^ $[%^# ^ $[#$# $ $[E&& $

0i& !’%
$[$$! # $[#$! " $[#!$ ^ $[E’# $ $[$%% ! $[##F & $[#"& E $[E&E $

0i& !’#
k$[$$# " $[#$$ & $[#!$ ^ $[E’& $ k$[$$" E $[#%! ^ $[#"& E $[E’E $

0i&B’!
k$[$%’ % $[%E! " $[##F ^ $[E’’ $ k$[$^E E $[%^F % $[##’ ! $[E&# $

@@注$ 0i% $ 本文的逆概率加权估计% 0i& !’% $ 文献&%#’的简单加权估计% 0i# $ 本文的增广加权估计% 0i& !’# $ 文献&%#’的增广加权估计% 0i! $

本文的基于模型的插补估计% 0i&B’! $ 文献&%!’的插补估计%bM9=$偏差%==I$样本标准差%I=I$估计标准差%7f$基于正态近似的 EFm的

覆盖率?

更加准确的覆盖率?比较增广加权估计和基于模
型的插补估计"后者具有更好的有限样本性质?前
文提出回归系数和基准累积风险函数的增广加权
估计时"就已指出"逆概率加权估计只用到了完全
观测样本!对应 ,,:% 的个体# 的信息"忽略了不
完全观测样本!,, :$ 的个体#的信息"可能会使
结果的有效性降低?增广加权估计中由于也采用
了逆概率的方法"有时会导致结果稍逊于插补
估计?

我们对所提的 ! 个估计和文献中的估计$文
献&%#’的简单逆概率加权估计和增广加权估计"
以及文献&%!’的插补估计的有限样本性质进行
比较?发现我们所提的增广加权估计和基于模型
的插补估计具有比文献中 ! 个估计更好的有限样
本性质$ 具有更小的偏差"样本标准差和估计标
准差和更加准确的覆盖率?因为本文所提的增广
加权估计和基于模型的插补估计充分地利用了参
数模型的信息"因此相比采用非参数方法的文献

$F"
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中的 ! 个估计更为准确"这是非常合理的?这些
说明我们所提的增广加权估计和基于模型的插补
估计在参数模型假定正确时"的确更为有效?这种
优势在样本量小!- j%$$#时尤其明显?这也是合
理的"当样本量比较大时"非参数方法的估计也比
较准确"这时基于参数概率模型的方法和非参数
概率模型的方法的差异就变小了?

EPBO实例分析
本节我们通过对乳腺癌数据 &%F’的分析验证

所提出的估计方法?该数据来自 I7Ve!东部肿瘤
协作组#的 I%%’^ 临床试验"有 %&E 名患有第&
型乳腺癌的年长女性的相关信息?我们感兴趣的
是注射它莫西芬病人的腋窝淋巴结数量对其生存
时间的影响"该批病人中"共有 ^& 名病人接受了
它莫西芬注射"其中 #% 人死于乳腺癌 !,:%"+:
%#"FF 人死于其他原因!,:%"+:$#"而剩余 %$
人死亡原因未知!,:$#;我们建立可加危险率
模型"利用本文所提的方法"采用与前面的模拟设
置相同的参数模型结构对数据进行分析"具体结
果见表 "?

表 GO乳腺癌数据研究

M#&/.GO@#)#/3+0+’,&$.#+45#)5.$*#4#

方法 0iG%$! I=IX%$" OJ2-.*3
MfL $[%#E " $[FEE F $[$!$ E
DL $[%#& ^ $[F^% " $[$#E #
MN $[%#! " $[F’# " $[$!% #
=),H% $[%"$ # $[&EE # $[$"" E
=),H# $[%!^ F $[&EE # $[$"’ &
o1* $[%!# E $[&^! F $[$F% E
77 $[%#$ & $[&!! ! $[$F& E

@@注$MfL"DL和 MN分别表示本文的逆概率加权"增广加权和

基于模型的插补方法%=),H% 和 =),H# 分别表示文献&%#’的简单

加权和增广加权方法%o1* 表示文献 &%! ’的插补方法%77表示

7)<B.353J7-43方法?

@@我们也利用文献 & %#J%! ’ 中的方法"以及
7)<B.353k7-43方法分析数据?文献中的方法用
到删失概率函数和缺失概率函数的非参数估计"
我们使用大拇指法则选择窗宽"所得结果见表 "?
从表 " 的结果可以看出" 乳腺癌病人的腋窝淋巴
结数量是显著的"并且可以看出本文所提出方法
的估计标准差明显小于文献中的方法"且检验的
O值也要小一些?

IO结束语

本文给出在失效信息随机缺失时可加危险率

模型的回归参数和基准累积风险函数的逆概率加
权估计0增广加权估计和基于模型的插补估计?本
文结果表明 所得的估计计算简单并且具有良好
的理论性质"其渐近协方差矩阵的也可由传统的
B.*Hk1, 方法得到?通过数值模拟研究"我们发
现当参数模型的假定正确时"本文所提的增广加
权估计和基于模型的插补估计具有优于文
献&%#J%!’的估计的有限样本性质?乳腺癌数据的
对比分析结果也证明了本文方法的良好效果?
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附录@引理和定理的证明
下面列出定理成立所需的正则条件$
!7%#$ -!0"$# 和)!0"## 关于$和#分别有

逐点连续的二阶偏导数%
!7##$对所有的 0+ $"$ ?-!0"$# ?% 且 $

?)!0"## ?%%
!7!#$ =-!## 和 =-!$# 关于#和$分别有唯

一的极大值解%
!7"#$ $$!/# ?‘"O!W+/# A$" $有界"

并且 ,-)$’)’/&&$!)# H"P$$’ A$ -?3?%

!7F#$ ’:Y&#
/

$

[,!)#.$,@(
@!)#/3# ;)’ 是非

奇异的?
引理 BPD 的证明@由!!#" 对似然函数 =-!## 取
对数并对 #求导"令其为 $"可得估计方程如下$

0
-
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)P!%,"#i-#

)!%,"#i-#
,,@)!%,"#i-#
% @)!%,"#i-#

:$"

记上式左边为 ’-" 则有

’- :0
-
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)!%,"#i-#
,,@)!%,"##
% @)!%,"#i-#

H

0
-

,:%

)P!%,"#i-#

)!%,"#i-#
)!%,"## @)!%,"#i-#

% @)!%,"#i-#
$ :’-% H’-#"
容易证得

’-% :0
-

,:%

)P!%,"##
)!%,"##

,,@)!%,"##
% @)!%,"##

H$>!槡-#"

利用泰勒展开"可得

’-# :@0
-

,:%

)P!%,"##
)!%,"##

)P!%,"##
W

% @)!%,"##
!#i- @## H

$>!槡-#"
由大数定律"有

%
-0

-

,:%

)P!%,"##
)!%,"##

)P!%,"##
W

% @)!%,"##
:%#H$>!%#"

从而

槡-!#i- @## :
%@%#

槡-
0
-
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)P!%,"##
)!%,"##

,,@)!%,"##
% @)!%,"##

H

$>!%#"
类似的方法可得

槡-!.i- @.# :
%@%.
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0
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-P!%,"$#
-!%,"$#

+,@-!%,"$#
% @-!%,"$#

,,H

$>!%#"
引理得证?

下面给出定理 "?% 和定理 "?# 的证明"使用
相似的方法即可证明定理 !?%"定理 !?# 和定理
F?%?
定理 G?D 的证明@利用式 !E #和式 !%$ #"消去
;$$!)#" 可得关于 "的方程
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左边可写成$
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将 "!"i#-# 关于 "一阶泰勒展开$
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6"!"#
6" ":""

!"i#- @"$#"

其中 "" 介于 "i#- 与 "$ 之间" 于是
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根据大数定律可得
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其中 ’在定理 !;% 中给出;接下来" 将 "!"$# 看
做关于 #和 $的二元函数" 进行泰勒展开可得
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其中
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注意到 "%!"$# 是鞅积分" 因此
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显然

"#%!"$# :0
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由大数定律和泛函中心极限定理 &%&’ " 得
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定理得证?

定理 G?B 的证明O根据 $i#-!)# 的定义以及$$!)#
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将槡-!$i#-!)# @$$!)## 看做关于 "" #" $的三元

函数"根据多元函数的一阶泰勒展开"以及 "i#-" #i-
和 $i- 的性质"采用与定理 "?% 相同的讨论"即可得
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