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一个多参数 L1.A3+5型积分不等式!考虑它的等价式!证明它们的常数因子是最佳的?作为应
用! 通过选取特殊的参数值! 得到一些有意义的结果?
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BB为后面的叙述方便# 设 %!T"! ?$" 为可测
函数# ++ % #定义如下函数空间$

U+!$#!"$ {: 2$ 2+$

{
:

#
!

$
G$!T" G+; }T

%
+
F }! #

和

BB U+%!$#!"$ {: 2$ 2+#%$

{
:

#
!

$
%!T" G$!T" G+; }T

%
+
F }! @

设 ’#9 + $#’#9 & U#!$#!"#2’2##29 2#

?$ # 则有下面的 L1.A3+5积分不等式 &%’
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#
!

$ #
!

$

’!T"9!3"
TD3

;T;3F!2’2#29 2## !%"

这里的常数因子 !是最佳值?在与式!%"相同的

条件下# 还有下面基本 L1.A3+5型积分不等式 &#’ $

#
!

$ #
!

$

G., T
3
G’!T"9!3"

TD3
;T;3F#$2’2#29 2##

!#"

这 里 的 常 数 因 子 #$! : )
!

>:%

F!B% ">B%

!#>B% " #
:

E@!#E E D" 是最佳值?近年来# 人们在 L1.A3+5型

积分不等式研究中的主要成就$ 一方面是将以前

的基本核进行组合# 得到一些混合核的积分不等

式# 同时进行参量化研究# 综合.推广和改进已

有结果 &!I&’?另一方面# 构造一些新的积分核# 发
现新的 L1.A3+5型积分不等式 &EI%$’?这些所获得的

不等式在分析学和偏微分方程理论等领域有重要

应用?本文引入 %Q函数.推广的 ,B函数等刻划

常数因子# 利用权函数方法和实分析的技巧# 建

立一个联系特殊函数的多参数 L1.A3+5型积分不

等式# 给出它的等价式# 证明了它们的常数因子

是最佳的# 并通过选取特殊参数值# 得到一些有

意义的结果?

CM有关引理

本文将用到以下特殊函数 &%%’ $

%Q函数$

%!E" :#
!

$
3BI IEB% ;I#!E?$"# !!"

黎曼 ,B函数$

,!/" :)
!

>:%

%
>/
! 3̂!/" ?%"# !D"

推广的 ,B函数$

,!/#)" :)
!

>:$

%
!>D) "/

# !""

这里 3̂!4" e%# ) 不等于零和负整数?显然#

,!/#%" :,!/" ?

引理 CNCB设 3̂!/" e%# )
# 与

) D%
# 均不等于零

和负整数#则有求和公式

)
!

>:$

!B% ">

!>D) "/
: %
#/ ,

!/# )
#
" B,!/#) D%#[ ]" @

!&"

证明

)
!

>:$

!B% ">

!>D) "/
:)

!

>:$

%
!#>D) "/

B)
!

>:$

%
!#>D% D) "/

: %
#/
)
!

>:$

%

!>D)
#

"/
B)

!

>:$

%

!>D) D%
#

"







/

: %
#/ ,

!/# )
#
" B,!/#) D%#[ ]" @

引理 CN!B设 =?%# %=
D%
H
:%#!?$ # " D%

D 与

" D!
D 均不为零和负整数# 定义如下权函数$

(!!#"#T" :#
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "

TD3

3B
"D%
#

TB
=! "D%"
#H

;3# T& !$# D!"#

(!!#"#3" :#
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "

TD3

TB
"D%
#

3B
H! "D%"
#=

;T# 3& !$# D!"# 则

(!!#"#T" :4!!#"" T
=! "D%"
# B%#

(!!#"#3" :4!!#"" 3
H! "D%"
# B%#

其中

4!!#"" : %
#!

&,!!D%#" D%D
" B

,!!D%#" D!D
"’%!!D%"@ !E"

证明B令 3
T
: I #由 l*A1,1定理 [ ]%# 和引理

%S% 有

(!!#"#T" :#
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "

TD3
3B

"D%
#

TB
=! "D%"
#H

;3

:T
=! "D%"
# B%#

!

$

G., I G!!<1, ,%#I- " " IB
"D%
#

% DI
;I

:# T
=! "D%"
# B%#

%

$

G., I G! I
"B%
#

% DI
;I

:# T
=! "D%"
# B%#

!

$

3B!
"D%
# "**!

% D3B*
;*

:# T
=! "D%"
# B%)

!

>:$
!B% ">#

!

$
3B!>D

"D%
# "**!;*

"F"
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:# T
=! "D%"

# B%)
!

>:$

!B% ">

!>D" D%
#

"!D%
#
!

$
3B**!;*

: %
#! ,

!!D%#" D%D
" B,!!D%#" D!D[ ]" V

%!!D%" T
=! "D%"

# B% :4!!#"" T
=! "D%"

# B%@

同理可证 (!!#"#3" :4!!#"" 3
H! "D%"

# B% ?

引理 CNEB设 =?%# %=
D%
H
:%#!?$#" ?B% #

-D
!

槡-F
H!" D%"

#
# 且 $ F-可以充分地小# 定

义如下函数$

’
W
!T" :

$# T& !$#%"

T
B=! "D%"# B-

= # T& &%#!"
{ #

槇9!3" :
$# 3& !$#%"

3
BH! "D%"# B-

H # 3& &%#!"
{ #

则有

槇Q-: #
!

$
T
=! "D%"

# B% ’
W=!T";[ ]T

%
= V

#
!

$
3
H! "D%"

# B% 槇9H!3";[ ]3
%
H
-:%# !F"

A
W
-:-#

!

$ #
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- "" ’

W
!T" 槇9!3"

TD3
;T;3

?4!!#""!% B%!%""!-’ $ D"@ !’"

证明B容易得到

槇Q-: #
!

$
T
=! "D%"

# B% ’
W=!T";[ ]T

%
= V

#
!

$
3
H! "D%"

# B% 槇9H!3";[ ]3
%
H
-

BBBBB : #
!

%
TB!%D-" ;[ ]T

%
= #

!

%
3B!%D-" ;[ ]3

%
H
-

:%@BBBBBBBB

BB因为 M!*" :*
"D%
# B

-D!槡-
H G., *G!

% D* 在 $#( ]% 内连

续# 且 用 洛 比 达 法 则 得 .1<
*’$ D
M!*" : .1<

*’$ D

*
"D%
# B

-D!槡-
H G., *G!

% D*
:$ # 故存在 ( ?$ # 使 M!*" $

(# 则有

A
W
-:-#

!

$ #
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- "" ’

W
!T" 槇9!3"

TD3
;T;3

:-#
!

%
T
B=!"D%"# B-

= ;



T#

!

%

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "

TD3
V

B 3
BH! "D%"# B-

H ;



3

:-#
!

%
TB%B-;T#

%

$

G., *G!*
"B%
# B

-
H

% D*
;[ *D

#
%

$

G., *G!*
"B%
# D

-
H

% D*
;*B#

TB%

$

G., *G!*
"B%
# B

-
H

% D*
; ]*

:#
!

$

!3B
I! "D%"

# D-H D3B
I! "D%"

# B-H" I!

% D3BI
;I B

-#
!

%
TB%B-;T#

TB%

$

G., *G!*
"B%
# B

-
H

% D*
;*

:)
!

>:$

!B% ">

!>D" D%
#

D-
H

"!D%
#
!

$
3BI I!;I D

)
!

>:$

!B% ">

!>D" D%
#

B-
H

"!D%
#
!

$
3BI I!;I B

-#
!

%
TB%B-;T#

TB%

$

G., *G!*
"B%
# B

-
H

% D*
;*

?4!!#"" D%%!%" B

(-#
!

%
TB% ;T#

TB%

$
*B%D

!槡-
H;*

:4!!#"" D%%!%" B(H
# !

槡-
:4!!#""!% B%!%""!-’ $ D"@

!M主要结论

定理 !NCB设 =?%# %=
D%
H
:%#!?$#" ?B%#

#!T" :T
=! "D%"

# B%#.!3" :3
H! "D%"

# B%#’#9 ? $#’&
U=#!$#!"#9 & U

H
.!$#!" # 则有

#
!

$ #
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "’!T"9!3"

TD3
;T;3

F4!!#""2’2=##29 2H#.# !%$"

这里的常数因子 4!!#"" !同式!E""是式!%$"的

最佳值?

证明B由Lh.;3+不等式 [ ]%! 和引理 # 及l*A1,1定

理有

A$ :#
!

$ #
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "’!T"9!3"

TD3
;T;3

&F"
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:#
!

$ #
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "’!T"9!3"

TD3
V

3B
"D%
#=

TB
"D%
#

[ ]
H

TB
"D%
#H

3B
"D%
#

[ ]
=
;T;3

$ #
!

$ #
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- ""’=!T"

TD3
3B
"D%
# ;T;3
TB
=!"D%"
#









H

%
=

V

#
!

$ #
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- "" 9H!3"

TD3
TB
"D%
#

3B
H!"D%"
#=

;T;









3

%
H

: #
!

$
(!!#"#T"’=!T";{ }T

%
= V

B #
!

$
(!!#"#3" 9H!3";{ }3

%
H

:4!!#""2’2=##29 2H#.# !%%"

若式!%%"取等号# 则存在不全为零的实数 5和

7# 使 5 3
B"D%#

TB
=! "D%"
#H

’=!T" :7 TB
"D%
#

3B
H! "D%"
#=

9H!3"#-?3@于

!$#!" V!$#!" # 于是有常数4#使5T
=! "D%"

# ’=!T"

:73
H! "D%"

# 9H!3" :4#-?3@于 !$#!" V!$#!" #

不妨设 5- $ # 则有 T
=! "D%"

# B%’=!T" : 4
5T

#-?3?于

!$#!" # 这与 $ F2’2=## F!矛盾# 故式!%%"

取严格不等号?若 4!!#"" 不是式!%$"的最佳常

数因子# 则存在 正数 <F4!!#"" # 使式!%$"的

常数因子换成 <后仍成立# 于是由式!F"和!’"

有 4!!#""!% B%!%"" F<# 让 -’ $ D得$ <+
4!!#"" # 这与 <F4!!#"" 矛盾# 故 4!!#"" 是

式!%$"的最佳常数因子?

定理 !N!B在与定理 #S% 相同的条件下# 我们还有

#
!

$
3
BH!"D%"# D%

HB% ;



3#

!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- ""’!T"

TD3
;




T

=

F4=!!#""2’2=
=### !%#"

这里的常数因子 4=!!#"" 是式!%#"的最佳值#且

式!%#"与!%$"等价?

证明B设置如下有界可测函数

&’!T" ’ .$ :<1,,.#’!T"- :
’!T"# ’!T" F.

.# ’!T" +{ .
@

因 $ F2’2=## F!# 存在 .$ & C# 使得当 . +

.$ 时# 有 $ F#
.

%
.

T
=!"D%"

# B%&’!T" ’=.;TF!# 置 9.!3"$

:3
BH!"D%"# D%

HB




% #
.

%
.

G., T
3
G!!<1, ,T#3- ""

TD3
&’!T"’.;




T

=
H

! %
.

F3F.#.+ .$" #则当 .+ .$ 时#由式!%$"有

$ F#
.

%
.

3
H! "D%"

# B% 9H.!3";3

:#
.

%
.

3
BH! "D%"# D%

HB%

#
.

%
.

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "

TD3



 V

BB&’!T" ’ .;



T

=

;3

:#
.

%
.
#
.

%
.

G., T
3
G!!<1, ,T#3- ""

TD3
&’!T" ’. 9.!3";T;3

F4!!#"" #
.

%
.

T
=! "D%"

# B%&’!T" ’=.;{ }T
%
= V

BB #
.

%
.

3
H! "D%"

# B% 9H.!3";{ }3
%
H# !%!"

$ F#
.

%
.

3
H! "D%"

# B% 9H.!3";3

F4=!!#""2’2=
=## F!# !%D"

即 $ F2’2=## F!?当 .’ !时# 应用式!%$"#

则式!%!"取严格不等号# 式 !%D"亦然# 故有式
!%#"?

反之# 由带权 Lh.;3+不等式有

A:#
!

$ #
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "

TD3
’!T"9!3";T;3

:#
!

$
3
BH!"D%"# D%

=!HB%"#
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- ""’!T";T


TD3
V

B&3
H! "D%"

# B%

=!HB%" 9!3"’ ;3

$ #
!

$
3
BH! "D%"# D%

!HB%" ;{





3V

#
!

$

G., T
3
G!!<1, ,T#3- " "

TD3
’!T";




T }=

%
=

292H#.

F4!!#""2’2=##29 2H#.@

上不等式即为式 ! %$ "# 因此式 ! %$ " 和式
!%#"等价?

若式!%#"中的常数因子不是最佳的# 则由式

EF"



中国科学院大学学报 第 !! 卷

!%#"得到式!%$"的常数因子也不是最佳的# 故

常数因子 4=!!#"" 是式!%#"的最佳值?

我们在式!%$"和!%#"中选取符合定理条件

的参数 !#" 以及共轭指数对 !=#H" 的合适值# 并

借助 M-@.3数学软件的计算# 可以得到一些有意

义的不等式?

如取 !:%#" :$#=:H:# # 计算式!E"得

4!%#$" :#$ :
!#

#
DD:-5-.-, B %

# &
!%# !

D
" :

ES!#E E#D E& D!其中 &!.#E" 为 . 次 %函数"# 则

有式!#"和它的等价式$

B#
!

$
;




3#

!

$

!., T
3
"’!T"

TD3
;




T

#

F##$2’2
#
#@!%""

这里的常数因子 ##$ 是式!%""的最佳值?

如取 !:##" :%#=:H:# # 计算式!E"得
4!##%" :!,!!" :!@&$& %E$ E$’ D # 这时 #!T"

:T# 设 ’#9& U##!$#!"#2’2####292### ?$#

则有下列等价式$

#
!

$ #
!

$

!., T
3

" #<1, ,T#3-

TD3
’!T"9!3";T;3

F!,!!"2’2###29 2#### !%&"

#
!

$
3B% ;




3#

!

$

!., T
3

" #<1, ,T#3-

TD3
’!T";




T

#

F’ ,#!!"2’2#
###@ !%E"

这里的常数因子 !,!!"#’ ,#!!" 分别是式!%&"#

!%E"的最佳值?

如取 !:" : %
#
#=:H:# # 计算式!E"有

4! %
#
# %
#
" : #槡!

D
&,! !#

# !
F
" B,! !#

# E
F
"’ :

#S#$& ""& F&% D# 这时#!T" 槡: T# 设’#9& U##!$#

!"#2’2####29 2### ?$ # 则有下列等价式$

#
!

$ #
!

$

G., T
3
G<1, ,T#3槡 -

TD3
’!T"9!3";T;3

F #槡!
D ,! !#

# !
F
" B,! !#

# E
F[ ]" 2’2###292####

!%F"

#
!

$

%

槡3
;3&#

!

$

G., T
3
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