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摘@要@L/1:+** 面上带有奇点的度量是复几何中重要的研究对象=对 L/1:+** 面上带有
8(2M 奇点且满足面积和5+,+?/能量有限的共形度量进行研究!得到N5O.度量在8(2M 奇点附
近精确的表达式=
关键词@8(2M 奇点" 1P3)1:+,N1):/3/+* 度量" N5O.度量
中图分类号!Q%C"R%@@文献标志码!7@@?,"#%$RBK#!SH=/22*=#$JKF"%!AR#$%"R$"R$$%

3,&4,5$%6$#75"’),&!"#$%&&)(54%’#)8"79’()*)"&:(6%5"7"#)

T.Q&/*4(# U.V/*G4/# UEWX6/Y/+*G
! !"#$$%$&’()#*+(),"(%!",*-"*.# /-,0*1.,)2$&3#,-*.*4"(5*+2$&!",*-"*.# 6*,7,-8 %$$$AJ# 3#,-("

>I)75%’7@Z61:13)/8’* L/1:+** 2()-+81[/36 2/*G(,+)/3/12/2’*1’-/:M’)3+*3’?H1832/* 8’:M,1P
G1’:13)4=U123(948’*-’):+,:13)/82’* L/1:+** 2()-+812[/36 ’*,48(2M 2/*G(,+)/3/12#[6’21+)1+
+*9 5+,+?/1*1)G4+)1?’36 -/*/31# +*9 ’?3+/* 3611P+831PM)122/’* ’-N5O.:13)/82*1+)8(2M
2/*G(,+)/3/12=
J#= 8,5?)@8(2M 2/*G(,+)/34% 1P3)1:+,N1):/3/+* :13)/8% N5O.:13)/8

@@本文主要对 L/1:+** 面上带 8(2M 奇点的共
形度量进行研究=

CK背景和主要定理

CLCK背景
5+,+?/在 %JC# 年引 入 1P3)1:+,\]6,1)度

量 &%’ #目的是在一个紧 \]6,1)流形的固定 \]6,1)
类中找到(最佳)的度量=具体地#设 ’为一个紧
\]6,1)流形#在一个固定的 \]6,1)类中#1P3)1:+,
\]6,1)度量是下述 5+,+?/能量的临界点

!!8" 9#’ :# 98#
这里 :是 \]6,1)类中度量 8 的数量曲率=!!8"
的 E(,1)F̂+G)+*G1方程是

:#!" 9$#% $ !#" $ 9/:3’# !%"
这里 :#!" 是 :的 # 阶!$##"型协变导数=因此我
们称在一个紧 \]6,1)流形 ’上满足!%" 的度量
为 1P3)1:+,\]6,1)度量=

EP3)1:+,\]6,1)度量具有较好的性质#比如
紧 1P3)1:+,\]6,1)流形比一般的 \]6,1)流形具有
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更好的对称性#而且在光滑的紧 L/1:+** 面上#
1P3)1:+,\]6,1)度量就是常曲率度量 &%’=

经典的单值化定理认为#在紧致无边的
L/1:+** 面上#对任意的 L/1:+** 度量#都会有常
曲率度量与之共形等价=单值化定理无疑是经典
复分析中非常漂亮和重要的定理=

过去很多人尝试将经典的单值化定理推广到
一般的帯边曲面=而过去主要集中在带有奇点的
曲面上常曲率度量的存在性问题=

为了推广经典的单值化定理#561* 等 &#F!’继
承 5+,+?/的思想#研究 5+,+?/能量泛函的变分问
题=在这个问题框架内#他们主要研究以下 # 个方
面的问题$

%"任意由有限面积和有限 5+,+?/能量所组
成的度量子集的弱紧性问题#引进了 8(2M 奇点#
得到有趣的( ?(??,12’* ?(??,12)现象#并且得到
这类度量序列的弱极限如果不为零#则该度量一
定有 8(2M 奇点=进而给出 8(2M 奇点的基本
性质 &#F!’=

#"5+,+?/能量泛函的变分问题=令 ’为紧
L/1:+** 面#8$为 ’_*;%#;#+#;-, 上的 N1):/3/+*
度量#其中 ;%#;#+#;- 为 8$ 的奇点=如果存在一

个光滑函数 1## #使得在 ’_*;%#;#+#;-, 上满足
8 91##8$#此时称 8与8$ 共形等价<记 =$ 9*;%#
;#+#;-, #定义 5+,+?/能量泛函 >!8" 与面积泛
函 4!8" 分别为$

>!8" 9#’_=:# 98# 4!8" 9#’_=98< !#"

其中 :为 8 的 T+(22曲 率=定 义 变 分 空 间
"!8$"为

"!8$" {9 8 ?8 91## 8$##% @
###!’"#

#’_=98 9#’_=9 8 }$ <
@@5+,+?/能量泛函的变分问题就是要研究在面
积泛函固定的情况下#5+,+?/能量泛函最小#即对
于任意 8 % "! 8$" #使得 5+,+?/能量泛函 >!8"
最小=

我们称 5+,+?/能量泛函的临界点为 1P3)1:+,
N1):/3/+* 度量#它的 E(,1)F̂+G)+*G1方程为

!8:A:
# 93# !!"

其中 :为 8 的 T+(22曲率# 3为实常数=式!!"在
局部复坐标系 !/#B" 下等价于

" :#BB

" B
C 9$< !A"

见文献&A’=由!A"可知 1P3)1:+,N1):/3/+* 度量有
# 种特殊情况$

%":‘8’*23#即度量 8 为常 T+(22曲率度量=
#"如果 8 在局部复坐标系 !/#B" 下满足

:#BB 9$# !K"

则称 8 为 N5O.!361N122/+* ’-3618()0+3()1’-
361:13)/8/2(:?/,/8+,"度量=在下文中#假设共形
度量 8 有有限的面积和有限的 5+,+?/能量#即

4!8" 9#’_=98 DAa#>!8" 9#’_=:#98 DAa<
!""

@@561*&A’进一步研究带有 8(2M 奇点的 1P3)1:+,
N1):/3/+* 度量的相关性质#并给出 T+(22曲率 :

在 8(2M 奇点附近的相关估计=进而给出带有 8(2M
奇点的 1P3)1:+,N1):/3/+* 度量的分类定理=

接着 U+*G和 X6(&K’将 561* 的关于 8(2M 奇
点的情况推广到锥奇点情况#他们证明了如果
8 91##!B" ?9B?#为E_*$, 上面积和5+,+?/能量都
有限的1P3)1:+,N1):/3/+* 度量#则B9$不是8(2M

奇点就是锥奇点=进而得到关于锥奇点的分类
定理=

561* 在文献&A’中断言这样一个命题$ 设 ’

为紧 L/1:+** 面#8 为 ’_*;%#;#+#;-, 上的共形
度量#其中 ;%#;#+#;- 为 8 的 8(2M 奇点#并且有
有限的面积和 5+,+?/能量#则在 8(2M 奇点附近共
形参数一定可以表示为 C,*?B?C",*!C,*?B?"

C,*$!B" #其中 %
#
D" D !#

#$!B" 为 B9$ 附近

正的光滑函数#但他并没有给出证明=

本文将就他所提出的问题进行研究#进一步
给出当 8 为 N5O.度量时#共形参数在 8(2M 奇点
的局部表示=

C2AK本文主要定理
定理 %=%@如果 8 91##!B" ?9B?# 为E_*$, 上的共
形度量#B9$ 为 8 的 8(2M 奇点#如果共形参数
#!B" 在 8(2M 点附近有形式$ #!B" 9C,* ?B?C

",*!C,* ?B?" A$!,*! C,* ?B?"" #且余项
$!,*!C,*?B?"" 在 B9$ 附近!包括 $ 点"光滑=

!+" 则 8 在 E_*$, 上面积和 5+,+?/能量有

限的充要条件为 %
#
D" D !#

=

##B



第 " 期 国金宇#等$L/1:+** 面上带 8(2M 奇点的共形度量

!?" 若 8 为 1P3)1:+,N1):/3/+* 度量#则 8 在
E_*$,上面积和 5+,+?/能量有限的充要条件为
" ‘%=

定理 %=#@ !# 上存在只带有一个 8(2M 奇点的共

形度量 8F#其保持面积有限-5+,+?/能量有限而

且共形度量 8F在 8(2M 奇点附近表示为

8F 9 %
?B?#!,* ?B?" #"!,* !C,* ?B?"" #!

?9B?##

其中# !#" 满足下列关系式$

" 9 %
#
# !G %

#
%

%
#
D" D !

#
# !任意%

" 9 !
#
# !DC %#











 <

定理 %R!@如果 8 91##!B" ?9B?# 为E_*$, 上的共
形度量#B9$为 8 的 8(2M 奇点#并且在 E_*$, 上
面积和 5+,+?/能量都有限#若 8 为 N5O.度量#

则在 B9$ 附近共形参数一定可以表示成
#!B" 9C,* ?B?C,*!C,* ?B?" A,*#!B"#

其中# #!B" 为在 B9$ 点连续#在 $ 点以外光滑的
正函数=

AK 预备知识

ALCK弱 ’()*奇点"’()*奇点"锥奇点
定义 #=%@设’是L/1:+** 面#;%’<!/#B"为;
附近的复坐标系且 B!;" 9$#8 为 /_*;, 上的光

滑度量<如果 8 91##?9B?##满足,/:
1&$
/*-%
###

##

$
1.

"!#A,* 1"
%1

9&9$#其中19?B?#则称;为 8的弱

8(2M 奇点=

定义 #=#@设’是L/1:+** 面#;%’<!/#B"为;
附近的复坐标系且 B!;" 9$#8 为 /_*;, 上的光
滑度 量< 如 果 8 9 1## ? 9B?## 满 足 ,/:

B&$

#!B" A,* ?B?
,* ?B?

9$#则称 ;为 8 的 8(2M 奇点=

定义 #=!@设’是L/1:+** 面#;%’<!/#B"为;
附近的复坐标系且 B!;" 9$#8 为 /_*;, 上的光
滑度量<如果 8 91##?9B?##并且 #C!!C%",*
?B?!!G$" 在 ;处连续#则称 ;为 8的锥奇点并
且 8 在 ;处有锥角度 ##!=
注记$如果在弱 8(2M 奇点附近满足面积和 5+,+?/

能量有限#那么弱 8(2M 奇点就是 8(2M 奇点#见文
献&K’=

A2AK’()*奇点##M75#$%6N#5$"7"%&度量
及 N3O;度量的基本性质

设 ’是一个紧 L/1:+** 面#;%#+#;- 是’上
的 -个点#记=$ 9*;%#+#;-,<设 8是’_=上的
光滑保角度量<设!/#B" 为 ’_=上的局部复坐标
系#则 8 在 /上可以写成

8 91##?9B?#<

此时 8 称为共形度量=于是 8 在 ’_=上的高斯曲

率为 :9C1C##.!##这里 !9A "#

"B"B
<

在文献&A’中#561* 研究了面积和 5+,+?/能
量都有限且只带有8(2M 奇点的1P3)1:+,N1):/3/+*
度量=一方面#他证明如果该 L/1:+** 面为紧致无
边的#则 1P3)1:+,N1):/3/+* 度量就是 N5O.度
量=另一方面#给出 T+(22曲率 :在 8(2M 奇点的
精确估计#证明了 T+(22曲率 :在 8(2M 奇点的极
限为负常数=

561* 和 U(&"’继续 561* 的工作#研究了带有
锥奇点的非常曲率 N5O.度量的存在性问题#主

要方法是定义 T+(22梯度场

!

:9 C槡 %:#B "
"B
的

对偶亚纯 % b形式#即特征 % b形式#并对特征 %
b形式的基本性质进行研究=

561* 等 &B’将文献 &"’中的结果推广到既有
8(2M 奇点又有锥奇点的非常曲率 N5O.度量上=

EK主要定理与证明

现在返回到我们要研究的问题#在只带有
8(2M 奇点的 L/1:+** 面上#共形度量 8 ‘1##c9Bc#

满足面积和 5+,+?/能量都有限#则共形参数 #在
8(2M 点附近有什么样的性质/ 进一步要问如果
度量 8 为N5O.度量#那么共形参数在 8(2M 奇点
附近又该如何表示/ 共形参数的余项是否一定
光滑/
定理 C=C 的证明
证明!+"@因为 $!,*!C,* ?B?"" 光滑#不妨设$
,*#!B" 9$!,*!C,*?B?"" #19?B?#其中 #!B"
为 B9$ 附近正的光滑函数=则 #!B" 在充分小闭

圆盘 EH!$" 上一致有界#其中 $ DHD %
!
=

于是 #!B" 变为

!#B
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#!B" 9C,*1C",*!C,*1" A,*#!B"< !B"
因此 8 91##?9B?# 在 EH!$"_*$, 上保持面积和
5+,+?/能量有限等价于

4!8" EH!$"_*$,
9 #

EH!$"_*$,

98

9 #
EH!$"_*$,

1##9I92DAa# !C"

>!8" EH!$"_*$,
9#EH!$"_*$, :# 98
9#EH!$"_*$,

!!#" #

1##
9I92DAa<

!J"

其中# :9C1C##.!#为 8 的 T+(22曲率=

所以由!B"式和!C"式得

@ 4!8" EH!$"_*$,
9#

##

$ #
H

$
1##1919&

9#
##

$ #
H

$
1#! C,*1C",*! C,*1"A,*#"1919&

9#
##

$ #
H

$
!C,*1" C#" ## %

1
919&<

由于 #!B" 在 B9$ 附近有正的上下界#所以

4!8" EH!$"_*$,
DAa

等价于

#
##

$ #
H

$
!C,*1" C#" %

1
919&DAa< !%$"

而!%$"式有限的充要条件为 " G %
#
#所以面积

4!8" EH!$"_*$,
有限的充要条件为 " G %

#
<

@@另一方面由!B"式得
!#9C"!,*!C,*1" A!,*#!B"

9" %
!,* 1" # 1#

A!,*#!B"< !%%"

所以由!J"式和!%%"式得

>!8" EH!$"_*$,
9#

##

$ #
H

$

!!#" #

1##
1919&

9#
##

$ #
H

$
&"#!C,*1" #"CA 1C% #C# A

@#"1!C,*1" #"C# #C#!,*# A
@!!,*# " # 1!!C,*1" #" #C#’919&

9#
##

$ #
H

$
"#!C,*1" #"CA 1C% #C# 919&A

#"#
##

$ #
H

$
1!C,*1" #"C# #C#!,*#919&A

#
##

$ #
H

$
!!,*# "# 1!!C,*1"#" #C#919&#

由于 #!B" 在B9$ 附近光滑#!,*#!B" 在B9$附
近有界#因此后两项绝对可积=于是

>!8" EH!$" _*$,
DAa

等价于

#
##

$ #
H

$
"#!C,*1" #"CA 1C% #C# 919&DAa<

!%#"

而!%#"式有限的充要条件为 " D !
#

#所以 5+,+?/

能量 >!8" EH!$"_*$,
有限的充要条件为 " D !

#
=

综上得到#若余项$!,*!C,*?B?"" 光滑则面

积和5+,+?/能量有限的充要条件为 %
#
D" D !#

=

证明!?"@由!B"式和!%%"式可知共形度量 8 的
T+(22曲率 :为

:9C!#
1##

9C"!C,*1" #"C# #C# C

!,*#.#C# 1#!C,*1" #"# !%!"

其中# %
#
D" D !

#
<

若共形度量 8 为 1P3)1:+,N1):/3/+* 度量#则
由文献&A’!定理 d!!""可知#存在负常数 C"! #

满足 ,/:
I&$
:!I" 9C"! 显然有

,/:
1&$
C!,*#.#C# 1#!C,*1" #" 9$#

因此#极限,/:
I&$
:!I" 为负常数的充要条件为 " 9%<

接下来我们将在局部上构造仅带一个 8(2M
奇点的度量#再利用单位分解在 !# 上构造一个带
8(2M 奇点的度量=

设 8 91##?9B?# 为 E#H!$"_*$, 上的共形度

量#其中 $ DH D %
"

#并且共形参数 #有下列

形式
#!B" 9C,* ?B?C",*!C,* ?B?" C

!,*!,*!C,* ?B?""< !%A"
我们将证明$8 在 E_*$, 上满足面积和 5+,+?/能
量有限的充要条件是 !和 " 满足下面条件$

" 9 %
#
# !G %

#
%

%
#
D" D !

#
# !任意%

" 9 !
#
# !DC %#











 <

下面给出具体的构造方法=

A#B
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定理 C=A 的证明
证明@令

#!B" 9C,*1A%#
,*$!B"#@J 9C,*1#@19?B?#

$!B" 9$!1CJ8’2&#1CJ2/*&" 9 %
!,* J " #! J#"

!其中

" G$"<
即 #!B" 9C,*1C",*!C,*1" C!,*!,*!C,*1"" #
容易验证对于任意的 !#" ##!B" 恒满足 8(2M 奇
点条件=再令

’!J#&" 9#!1CJ8’2&#1CJ2/*&" CJ

9 %
#
,*$!1CJ8’2&#1CJ2/*&"# !%K"

则面积变为

4!8" E#H!$"_*$,
9 #
E#H!$"_*$,

98 9 #
E#H!$"_*$,

1##!I#2" 9I92

9#
##

$ #
#H

$
1##1919&

9#
##

$ #
Aa

C,*!#H"
1#’9J9&

9#
##

$ #
Aa

C,*!#H"
$!1CJ8’2&#1CJ2/*&"9J9&

9#
##

$ #
Aa

C,*!#H"

%
!,* J " #! J#"

9J9&<

所以由积分的收敛性可知#面积 4!8" E#H!$" _*$,
有

限的充要条件为 " 9 %
#
#!G %

# 或者 "
G %
#

# !

任意=
@@5+,+?/能量变为

>!8" E#H!$"_*$,
9 #
E#H!$"_*$,

:#98 9 #
E#H!$"_*$,

!!#"#

1##
9I92

9#
##

$ #
#H

$

!!#" #

1##
1919&

9#
##

$ #
Aa

C,*!#H"

!!J#&’" #

1#’
9J9&

9 %
A#

##

$ #
Aa

C,*!#H"

&$JK$C!$JL"
# C$&K$A!$&L"

#’#

$K
9J9&

9 %
A #

##

$ #
Aa

C,*!#H"
&#!!,*J " CA!C# A#!!,*J " CA!C% A

@#"!,*J " CA! ’ # J#"CA!,*J " %$!9J9&#

其中 +̂M,+81算子 !J#& 9
%#

%J#
A %

#

%&#
<

由积分的收敛性可知#

>!8" E#H!$"_*$,
DAa

等价于

#
Aa

C,*!#H"
!,*J " #! J#"CA 9J DAa< !%""

而!%""式有限的充要条件为 " 9 !
#
#!DC %# 或

" D !
#
#!任意=

因而 5+,+?/能量 >!8" E#H!$" _*$,
有限的充要

条件为 " 9 !
#

# !DC %# 或 "
D !
#

# !任意=

综上若 #有下面形式
#!B" 9C,* ?B?C",*!C,* ?B?" C

!,*!,*!C,* ?B?""# !%B"

则 8 在 E#H!$" 上满足面积和 5+,+?/能量都有限
当且仅当 !#" 满足下列关系式$

" 9 %
#
# !G %

#
%

%
#
D" D !

#
# !任意%

" 9 !
#
# !DC %#











 <

!%C"

@@接下来在单位球面 !# 上构造一个共形度量

8
F
# 使其只带有一个 8(2M 奇点并且保持面积和
5+,+?/能量都有限=

令 ;为单位球面!# 上的一点#取 ;点附近的
复坐标图 !/%#B"# 使得 B!;" 9 $#B!/%" 9
E#H!$"#其中 H为上文提到的=又设

8% 91
##?9B?# 9

%
?B?#!C,* ?B?" #"!,* !C,* ?B?" " #!

?9B?##

!%J"

其中#!#"满足式!%C"<令/# 9!
#MBC%!EH!$""#

则!# 9’
#

,9%
/,#令!/##N" 为/# 上的复坐标图且在

/# 上取度量为

8# 9
A ?9N?#

!% A?N?#" #
# !#$"

则 8# 的 T+(22曲率为 %#并且在 /# 上面积和
5+,+?/能 量 都 小 于 A#=取 同 指 标 从 属 于
*/,?,9%##, 的单位分解 *’,?,9%##, =定义 !

# _*;,

上的共形度量 8
F
为

8
F
9(

#

,9%
’,8,# !#%"

则 8
F
为!# _*;, 上保持面积和 5+,+?/能量都有限

的共形度量#;为!#上唯一的 8(2M 奇点#但 8
F
的共

K#B
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形参数在 ;附近的余项为 $!,*! C,* ?B?"" 9
!,*!,*!C,* ?B?""#因此当 !) $ 时余项并不
连续=

由定理 %R# 的证明并参照定义 #=##可以提
出新的 8(2M 奇点的定义#即
定义 E=C@设’为L/1:+** 面#;%’#!/#B"为;
附近的复坐标图#8 91##?9B?# 为 /_*;, 上的共
形度量# 如果 #在 B9$ 附近有下面形式
#!B" 9C,* ?B?C",*!C,* ?B?" A,*#!B"#

!##"

这里 " G %
# 为常数

##!B" 为 /内的连续函数#我

们称 ;点为 8 的强 8(2M 奇点=容易验证 " 为共形

不变量# 并且 " G %
# 是为了保证

8 有有限的

面积=
因此#从定理 %=# 的证明中可得$即使在面积

和 5+,+?/能量都有限的条件下也不能得出 8(2M
奇点与强 8(2M 奇点等价=

下面的定理 %=! 将要证明$如果度量为
N5O.度量并且满足面积和 5+,+?/能量有限#则
8(2M 奇点一定是强 8(2M 奇点#并且此时定义 !R%
中 " 9% =
定理 C=E 的证明
证明@首先由 N5O.度量的定义可知# :#BB 9$

等价于

!

:9 C槡 % 1C##:BC
%
%B
为E_*$, 上的全纯

向量场=
令 O9A 1C##:BC#则 O为 E_*$, 上的全纯函

数#并且由文献&A’!定理 d!#""可知#B9$ 为 O
的零点=由于 :不为常数# B9$ 不为 O零点的聚
点#因此存在 B9$ 的开邻域#在该开邻域内除 B
9$外不再有O的零点#不妨设该开邻域就是E#

于是 B9$ 为 %
O在

E上唯一的极点=类似于文献

&B’中的讨论#可得下面 ! 个结果$
%"存在 3L% LL#使得在 E_*$, 上有

CA C槡 %

!

:!:" 9C:
!

!
A3:A3L# !#!"

这里 3为!!"式中的常数=由此可得

1## 9A C:
!

!
A3:A3( )L %

O

#

< !#A"

@@#"存在 (D$ 使得
,/:
I&$
:!I" 9(# !#K"

并且

C:
!

!
A3:A3L9C %

!
!:C(" #!:A#("<

!#""

@@!"若令 )99BO
#则B9$ 为)的一阶极点#并

且 )在 B9$ 处的留数为实数=

于是可设

)99BO
9
*C%
B
9BA9 &% 9

$!B"
B
9B# !#B"

其中 *C% 为 )在 B9$ 处的留数#&% 为在 B9$ 附
近的全纯函数#$为 B9 $ 附近的全纯函数且
$!$" 9*C% ) $<所以由上面的 %"-#"-!"并结
合文献&B’!定理 %=%"得到

C!9:
!:C(" #!:A#("

9)A)
C 9

*C% 9,* ?B?
# A#9L1!&%"# !#C"

1## 9C A
!
!:C(" #!:A#(" $!B"

B

#

<

!#J"

由于!#C"式左端可分解为
C!9:

!:C(" #!:A#("
9

C %
:A#(

C %
:C(

A !(
!:C("( )# 9:

! (#

9C %
! (#

9 ,*!C#(C:" C,*?(C:?C !(
:C( )(<

!!$"

所以!#C"式等价于

C %
! (#

9 ,*!C#(C:" C,* ?(C:?C !(
:C( )( 9

9!*C%,* ?B?
# A#L1!&%""< !!%"

对!!%"式两边同时积分得

C %
! (#

,*!C#(C:" C,* ?(C:?C !(
:C( )(

9*C%,* ?B?
# A#L1!&%" A3# !!#"

其中# 3为常数=

由!#J"式得

#!B" 9 %
#
,*&!:C(" #!C#(C:".
A
!
?$!B" ?#

?B?# ’# !!!"

即
#!B" 9C,* ?B?A,* ?(C:?A

"#B
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%
#
,*!C#(C:" A %#

,* A
!
A,*$!B"<!!A"

再将!!A"式代入 8(2M 奇点条件得

,/:
B&$

,* ?(C:?
,* ?B?

9$# !!K"

再对!!#"式两边同除 ,* ?B?#利用!!K"式得到

,/:
B&$

%
#(

!:C(",* ?B?
9*C%# !!""

其中#*C% 为 )在 B9$ !即 8(2M 奇点"处的留数=
由于特征 % b形式)在8(2M 奇点处留数可正

可负#所以 T+(22曲率 :有 # 种情况=但无论哪种
情况都有下面的式子成立$

%"当 :D(时# ,/:
B&$

,* !(C:"
C,* !C,* ?B?"

9%%

#"当(D:DC#(时#,/:
B&$

,* !:C("
C,* !C,* ?B?"

9%<

我们证明第 % 种情况#第 # 种情况类似=
当 :D(时#由!!""式得

,/:
B&$

!:C(".,* ?B?9 %
#(*C%

< !!B"

由极限定义 *+G$ 充分小#+,G$#使得当

$ D?B?D,时#有?!:C(".,*?B?C %
#(*C%

?D+

所以
%

#(*C%
C( )+.!C,* ?B?" C% D(C:D

%
#(*C%

A( )+.!C,* ?B?" C%< !!C"

由 ,* 的单调性#对!!C"式两边同取 ,* 有

,* %
#(*C%

C( )+C,*!C,* ?B?" D,*!(C:"
D,* %

#(*C%
A( )+C,*!C,* ?B?"< !!J"

对!!J"式两边同除 C,*!C,* ?B?" 有

,* %
#(*C%

C( )+
C,* !C,* ?B?"

A% G ,* !(C:"
C,* !C,* ?B?"

G

,* !+A %
#(*C%

"

C,* !C,* ?B?"
A%< !A$"

由!A$"式得到

,/:
B&$

,* !(C:"
C,* !C,* ?B?"

9%< !A%"

所以由!!A"式-!A%"式共形参数 #!B" 在 8(2M 奇
点附近一定可以写成

#!B" 9C,* ?B?C,*!C,* ?B?" A
,*&!(C:"!C,* ?B?"’ A

%
#
,*!C#(C:" A %#

,* A
!
A,*$!B"<!A#"

再由!!B"式知道!A#"式的余项$!,*!C,*?B?""#在
B9$ 处连续 $ 以外光滑=

所以!A#"式经整理得到
#!B" 9C,* ?B?C,*!C,* ?B?" A,* #%!B"#

!A!"
其中# #%!B" 为在 B9$ 处连续#在B9$ 以外光滑
的正函数=

同理可以求出当 (D:DC#(时# #!B" 在
8(2M 奇点的局部表达式为
#!B" 9C,* ?B?C,*!C,* ?B?" A,* ##!B"#

!AA"
其中# ##!B" 为在 B9$ 处连续#在 B‘$ 以外光滑
的正函数=

所以综上得到如果 8 为 N5O.度量#共形参
数在 8(2M 奇点附近一定可以写成
#!B" 9C,* ?B?C,*!C,* ?B?" A,*#!B"#

!AK"
其中# #!B" 为在 B9$ 处连续#在 B‘$ 以外光滑
的正函数=
推论 E=C@令 ’为紧致无边的 L/1:+** 面#记
=$ 9*;%#;##+#;-,#8 91

##?9B?# 为 ’_=上的
1P3)1:+,N1):/3/+* 度量#其中 =为 ’的 8(2M 奇
点#且 8 在 ’_=上保持面积和 5+,+?/能量都有
限#则共形参数在 8(2M 奇点附近一定可以写成
#!B" 9C,* ?B?C,*!C,* ?B?" A,*#!B"#

!A""
其中# #!B" 为在 B9$ 处连续#在 B‘$ 以外光滑
的正函数=
证明@由文献&A’ !定理 7"我们知道$如果 ’为
紧致无边#8 是 ’_*;%#;##+#;-, 上的 1P3)1:+,
N1):/3/+* 度量#其中 ;%#;##+#;- 为 8 的 8(2M 奇
点#并且满足面积和 5+,+?/能量都有限#则共形度
量 8 一定为 N5O.度量#进而由上面的定理 %R!
得到结果=

PK后续的讨论

对于一般 L/1:+** 面上的 1P3)1:+,N1):/3/+*
度量#其在 8(2M 奇点附近面积和 5+,+?/能量都有
限#我们推测共形参数 #在 8(2M 奇点附近也可以

B#B
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表示为
#!B" 9C,* ?B?C,*!C,* ?B?" A,*#!B"#

其中# #!B" 为在 B9$ 处连续#在 B‘$ 以外光滑
的正函数=

因为无论从定理 %=! 还是最后的推论 !=%#
都有迹象表明应该会有这样的形式#因此我们会
在后续研究中予以讨论=
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