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摘?要?考虑变化环境中分枝树上的广义有偏随机游动! 分别得到随机游动为暂留的"正常
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??随机游动是随机过程中的一个经典模型( 早
在概率论发展初期#就有人曾经考虑过直线上的
简单随机游动和有偏随机游动等问题&#’ ( 如今
这方面的研究对象已经从直线上的随机游动扩展
到随机图和网络上的随机游动# 以及随机环境中
的随机游动和各种代数结构上的随机游动&$C"’ (

随机游动研究中的一个基本问题是状态分类
问题( 历史上 X(-;(P(*(1# Y(-5,# X,U)4,+0等都
曾经讨论过这一问题# Y(-5,还给出了#-上随机
游动常返性判别的经典结果&G’ ( #FZ" 年[(5-2与

<+2--&H’系统性地总结前人的结果# 将随机游动与
电网络联系起来# 利用电导函数描述随机游动的
常返性和暂留性( 其后# \5(+3&&’得到树上随机
游动的状态分类结果%在他的工作基础上# Y2*23
和M204()+0&Z’运用经典分枝树上的 !]有偏随机
游动的可逆性和耦合方法得到这种随机游动的中
心极限定理(

$%%H 年 6(--2129970(&F’利用另一种方法# 在
\5(+3工作的基础上得到经典分枝树上的 !9有
偏随机游动的状态分类结果( 我们则考虑变化环
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境中的分枝树上的广义有偏随机游动# 得到其状
态分类的结果#文献&F’中的结果恰为我们的结
论的特例(

BH背景知识
设 !!#!#:" 为一个概率空间# 本文以下涉

及的随机变量均定义在此空间上# 由:决定的期
望记为;(记#" 为全体正整数构成的集合## <
)%*$#"(若存在正常数"#和"$ =%使得当>充
分大时# 有

"#8!>" %&!>" %"$8!>"#
则记&!>" & 8!>"#>’^(

定义 B>B?!树"设/为由如下形式的有限正
整数序列所构成的集合$ ?,##,$#+#,- =#其中,@
( #"##%@% -#-(#!当 - <%时#表示空序
列"(对于任一个/的子集A#若它满足如下条件$

!,"空序列"(A%
!T"若对某个 7( B"# ?,##,$#+#,@#7=(

A#则必有 ?,##+#,@ =(A%
!9"若 C <?,##,$#+#,@=(A# #C!A" 是依

赖于 C和A的某正整数!也称#C!A"为A上节点 C
的分枝数"#则对于所有的#%7%#C!A"#总有 ?
,##,$#+#,@#7=(A%

则称A为一棵树#空序列称为树的根# 以$记
之(称A中全体序列长度的上确界为树A的高度(
若0<?,=(A#则称
A0$ <) ?,#,##,$#+#,- =$?,#,##,$#+#,- =(A*
为A中根为0的子树(任取 -) ##记树A在高度 -
处的截断为

AD-$ <) ?,##,$#+#,@ =(A%@% -*E
对任意的 -#称 ?,##,$#+#,- =(A为A的顶点#
以0记之(设 C#0为A上的 $个顶点#若存在,##,$#
+#,-和7使0<?,##,$#+#,- =#C <?,##,$#+#

,-#7=#则称0为 C的父亲#记为0<C*%或称 C为0

的儿子#也可记为 C <0’(记顶点 0的儿子个数为
50!A"!或 50"%记顶点 0的第 - 代子孙的全体为
F-!A#0"!或F-!0""%根$的第 -代子孙的全体记
为F-!A"%以DF-!A" D记第 -代子孙的个数%记
0为顶点0(A到A的根$的距离#即从根$到0
最短路径上边的总数#有时也称节点 0具有高
度 0(

记"为全体树构成的集合#则在度量 5!A#

AG" < #
# H3)W

-
)-$AD- <AGD-*

!A#AG("" 下#

!"#5" 构成一个度量空间(
定义 BI@!OCV过程和分枝树"令 I% <# 且

对于任意的 -) %#

I-H# < +
I-

7<#
J-#7# I- , %#

%# I- <%
{

#

其中 )J-#7#-) %#7) #* 为独立同分布的随机变
量序列#其共同分布为)K!7"#7)%*# )I-$-)%*
称为经典的 O,-4(+CV,43(+ 分枝过程#简称为 OV

过程#记+<+^

7<#
7K!7"(本文中总假设 K!%" <

%#% ?K!#" ?#(若+=##则称该分枝过程为上
临界的( 以分枝连接每一代的个体# 得到的图称
为经典分枝树(

定义 BIDH!OCV测度"设 )K!@"#@) %* 为
某O,-4(+CV,43(+过程的分布律##!""为度量空
间!"#5"的_(*2-$9代数#根据文献&#%’中的结
论#在!"##!""" 上存在一个唯一的概率测度#
为LM#它满足$ 任取 -个非负整数@7##%7% -#
再取 -个任意的顶点0##0$#+#0-#-) ##

LM)A("$07(A## %7% -#-
-

7<#
)507<@7**

<.
-

7<#
K!@7"E

本文中由测度LM决定的期望记为;LM(
类似地#可以定义变化环境中的分枝过程#以

及变化环境中的分枝树(
定义 B>EH令N% <# 且对于任意的 -) %#

N-H# < +
N-

7<#
/-H##7#!>" N- , %%

%# N- <%
{

#

其中 )/-#7$-) ##7) #* 是相互独立的随机变量
序列#对任意给定的 -)##)/-#7$7)#*有相同的
概率分布)K!-" !7"#7(#*#称)N-$-) %*为变化

环境中的分枝过程#记+- <+^

7<#
7K!-" !7"(当+-

=##- ) # 时#称该分枝过程为上临界的( 以分
枝连接每一代的个体# 得到的图称为变化环境中
的分枝树( 本文总假设

K!-" !%" <%#% ?K!-" !#" ?##-) #E
??定义 B>JH设 )K!%" !7"#%) ##7) %*为某一个
变化环境中的分枝过程的分布律##!""为度量空
间!"#5" 上的_(*2-$9代数#定义集合函数OLM
如下$ 任取 -)#以及 -个非负整数@7##%7% -#

$
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再取 -个任意的顶点分别记为0##0$#+#0-#令

OLM)A("$07(A## %7% -# -
-

7<#
)507<@7**

<.
-

7<#
K!D07D" !@7"E

可以证明OLM可唯一扩张为#!"" 上的一个概
率测度# 详见下节命题 $>#(

定义 B>KH给定一棵由上临界的 OCV树 A#
其分布律为)K!@"#@) %*#设)J-$-) %* 为定义
在!!#!#:" 上取值于A且从根$出发的马氏链#
其转移概率为

:A!J-H# <PDJ- <0" <

!
!H50

#0<P’#

#
!H50

#P<0’#0,$#

#
5$
#0<$#P<$’











 E

其中P#0(A#!为正常数# 我们称)J-$-)%*为
LM树A上的!9有偏随机游动(

类似地#可以定义变化环境中分枝树上的
)!-#-)#* ]有偏随机游动如下(

定义 B>CH给定一棵上临界的变化环境中的
分枝树 A#其后代分布律为)K!-" !7"#- ) ##7)
%*#又给定一列正实数)!%#%) #*#若)O-$-) %*
为定义在!!#!#:"上取值于A且从根$出发的马
氏链# 其转移概率为

:A!O-H# <PDO- <0" <

! 0

! 0 H50
#0<P’#

#
! 0 H50

#P<0’#0,$#

#
5$
#0<$#P<$’











 E

其中P#0(A#对任意的 C(A#DCD<%# 5C的分
布律为)K!%H#" !@"#@) %*#我们称)O-$- ) %* 为
变化环境中分枝树A上的)!-#-)#* 9有偏随机
游动(

根据\5(+3&&’关于树上有偏随机游动状态分
类的结论可得

对于一个个体平均生殖个数为+=#的LQM
树上的!9有偏随机游动)J-$-) %* 而言$当!
=+时#对几乎所有的LM9树A#!9有偏随机游
动)J-$-)%*是正常返的%当!<+时#对几乎所
有的LMQ树A# !9有偏随机游动)J-$-) %* 是
零常返的%当!?+时#对几乎所有的LMQ树A#
!9有偏随机游动)J-$-) %* 是暂留的(

关于变化环境中分枝树上的)!-#-)#* ]有
偏随机游动#我们的主要结果如下$

定理 B>BH设 )N-#-)%*是一个上临界的变
化环境中的分枝过程#设)+-#- ) #* 如前所定
义(给定一列实数!- =%!-) #" 及一棵由)N-#-
) %* 决定的分枝树A#)J-#-) %* 是取值于A的
)!-#-) #* 9有偏随机游动#则有如下结论$

#"若 )!-#-) #* 与)+-#-) #* 满足$ 存在
正整数 - =##使得

+$++-
# H!# H!#!$ H+ H!#+!-9#

=#

且
+!@9#"-H#++@-

# H+
-

%<#
.
%

7<#
!!@9#"-H79#

=##@) $# !#"

则存在"%/"满足OLM!"%" =%且任取A("%#
:A!)J-#-) %* 不返回根节点" =%%

$"若 )!-#-) #* 与)+-#-) #* 满足

+
^

- <$

+#++-

# H+
-9#

%<#
.
%

7<#
!7
?^# !$"

则对OLM9,>3>A#随机游动)J-#- ) %* 是正常
返的!关于:A"%

!"若对OLM9,>3>A#随机游动)J-#- ) %*
关于:A是常返的#而且

+
^

- <$

DF-!A" D

# H+ -9#

%<#
!.%

7<#
!7"

<^# !!"

则对OLM9,>3>A#随机游动)J-#- ) %* 是零常
返的!关于:A"(

@H主要定理的证明
命题 @>BHOLM可唯一扩张为 #!"" 上的

一个概率测度(
证明?考虑乘积空间"" <#/#其中/如定

义 #E# 设#现在任取 C ( /# DC D<-#记 R!C" <
)K!-H#" !7"$7<%###+*#对任意的 C##C$#+#C-(
/#DC,D<@,##%,% -#存在唯一一个#"- 上的
乘积测度 S-,<#R

!C," #使得对#"- 中任意一个单点
集) ?,##+#,- =* 有

S-,<#R
!C," !) ?,##,$#+#,- =*" <.

-

7<#
K!@,H#" !7"E

容易 验 证 这 些 形 如 S-,<#R
!C," 的 测 度 满 足

X(-;(P*(1相容性条件(
给定 C(/#设#"C $""’#(定义%$""’"

!
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如下$ %!&"" <A#其中树A上的每个节点 C <?
7##+#7K =#K(#满足

7@H# %#"?7##+#7@=!&
""#% %@?KE

??由文献 &#% ’ 中的结论知 %可测( 根据
X(-;(P*(1相容性定理#前面满足相容性条件的测
度族唯一确定""上的一个概率测度#记为K"R#定
义KR<K"R 0%

9##则KR为""上的一个概率测度(
KR即为OLM的唯一扩张( 1

通篇假定对于任意的 -) ##

+- <+
@)#
@K!-" !@" =##

则变化环境中的分枝树关于上述测度 OLM几乎
必然不是有限树(本文中将概率测度OLM决定的
数学期望记为;OLM(

受文献&F’中方法的启发#我们用变化环境中
的分枝树的生殖规律与有偏随机游动的有偏参数
的性质讨论状态分类( 沿用文献&##’中使用的测
度定义体系# 严格给出了状态分类定理的证明(

为证明定理 #>##首先需要下面一个引理(
因为我们没有在文献中找到这一结果的证明#所
以将详细的证明陈述如下(

引理 @>BH设 )!)$)) %* 是取值于#上的时
齐马氏链#给定% ?K)?##))##!)转移概率如下$

:!!)H# <# D!)<%" <# <K%#
:!!)H# <- H# D!)<-" <K-#

:!!)H# <- 9# D!)<-" <# 9K-$ <R-E
??设6为#的非空子集# 定义

’6 <0+.)@) %$!@(6*#
特别地# 记

’7<’)7* #7(##
又记

(7<
R7
K7
#7) ##

则有

:!’% =’-H#D!% <#" <#T&+
-

@<#
!.

@

7<#
(7" H#’#-)##

??特别地# 当K- <R- <#T$!其中 -) #" 时#
K!’% =’-H# D!% <#" <#T!- H#"#K- 2K#R- 2
R<# 9K#K,R时#这就是一个经典的赌徒输光问

题#K!’% =’-H#D!% <#" <
RTK9#

!RTK" -H# 9#
#这些结

果均与经典结果吻合&#’ (
证明
记’!7", <0+.)))7$!)<,*#则’

!%"
, <’,(

记 (@ <:!’% =’-H# D!% <@"#@) %(
首先有
(% <:!’% =’-H# D!% <%" <%#

(-H# <:!’% =’-H# D!% <- H#" <##-) #E
对于任意的 % ?@% -#有
:!’% =’-H# D!% <@" <:!’

!#"
% =’!#"-H# D!# <@"#

进而用马氏性进行递推得
(@ <:!’% =’-H#D!# <@H#":!!# <@H#D!% <@" H
:!’% =’-H# D!# <@9#":!!# <@9#D!% <@" <

K@(@H# HR@(@9##
由上式得

(@H# 9(@ <
R@
K@
!(@9(@9#" <(@!(@9(@9#"#

% ?@?- H#E
进而

(@H# 9(@ <!.
@

7<#
(7"(##% ?@?- H##

于是

# <(-H# 9(% <+
-

@<%
!(@H# 9(@" <+

-

@<#
!.

@

7<#
(7"(# H(##

最后

&+
-

@<#
!.

@

7<#
(7" H#’(# <##

引理得证( 1
定理 #># 的证明!?
先证明 #"( 设$

J-!A#&"$!"S!##!"" S!"’ !/#$"#-)##
J% <$#$为A的根(J-!A#&" 取值于A上的节点
而且每经过一个时刻移动至 A上与之相邻的节
点#固定A#)J-!A"#-)%*是A上的)!-* 9有偏
随机游动!关于:A"(定义

’!A#&" <0+.)7) #$J7!A#&" <$*%
其中$是A的根#对于0,$定义

A0!A#&" <
0+.)@) %$J@ <0*# 0(A#

^# 0

3

A{ %

U0!A#&" <
0+.)@)A0$J@ <0

**# 0(A#

^# 0

3{ AE
在#!"" S!上定义概率测度如下

:!4" <4
"

:A!4!A"":OLM!A"#

其中4(#!"" S!#4!A" 是截集(
为证结论 #"#只需证明$对于OLM9,>3EA#

)J-#-) %* 是暂留的!关于:A"#亦即#对OLM9
,>3>A# )J-#-)%*在时间’!A"之前以正概率访

"
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问了无穷多个A上的节点(
谬设:!’?^" <##此即对OLM9,>3EA#

:A!’!A" ?^" <#(
设 -是满足!#" 的正整数#- =#(给定树 A#

满足:A!’!A" ?^" <#(对于树A上第 -层的任
一节点0#若过程)J-!A"#-) %* 于时刻’!A" 之
前访问它# 则将之涂成白色#以)# 记第 -层全体
白点的个数(对于@)$#若A上!@9#"-层的白点
依次标记为0##0$#+#07#以O@#,记0,#位于第@-层
的白色后代的个数!0,位于第@-层的某后代被涂
为白色当且仅当)J-!A"#-) %* 于时刻U0,之前
访问它"(我们还假定A上其他层的节点绝不涂成
白色(

由上述规则知道#@-层的白色节点的位于!@
9#"-层的祖先一定是白色的!@)$"(以)@记第
@-层全体白点的个数( 于是

)@H# <+
)@

79#
O@H##7#@) %#

)% <##)# 是A上第 -层的白点个数(
上式定义的 ))@#@)%*是"S!上一个依赖

于代的分枝过程(现在考虑 O@H##7的均值!关于
:"(设0是A的根$的某一个孩子#即D0D<##又
设:A!A0!A" ?^" =%(由于:A!’!A" ?^" <
##故

:A!U0!A" ?^DA0!A" ?^" <#E
??设 C是0的位于树A上第 -层的后代#且于U0
之前被)J-!A"#- ) %* 访问过(记)J-!A"#- )
%*从0至 C的最短路径为 C#C$+C-#其中 C,H#是 C,
的孩子#C# <0#C- <C(我们称)J-!A"#-) %*从
C,有效下行至 C,H# 当且仅当在U0之前)J-!A"#-
) %*从 C,一步移至 C,H#或从 C,一步移至与 C,H#同
层的其他某节点P#然后沿 P的后代逐步下移并
于U0之前再回到 C,#然后从 C,一步移至 C,H## 类
似地可以定义)J-!A"#- ) %* 从 C,有效上行至
C,9#(将A上与 C,H# 同层的其他节点编号为$ C##
+#C5C,9#(以K!C,#C7"记)J-!A"#-)%*从 C,出发

沿 C7之后代节点先向下移然后上移于 U0之前回
到C,的概率(根据有偏随机游动的定义 K!C,#C7"

与C7无关# 而且)J-!A"#-) %* 位于 C,时或者上
行或者下行# 总之若记下行概率为 K,#上行概率
为R,#则

K,HR,<##
且

K,<
#

!H5C,
!# H!5C,9#"K!C,#C7""#

R,<
!

!H5C,
!# H!5C,9#"K!C,#C7""#

于是K,<
#

# H!
#R,<

!
# H!

(

以 C% 记根节点 $# )J-!A"#- ) %* 沿
C%C#+C- 移动可以看成一个广义的赌徒输光问
题# 此时引理 $E#所定义的)!-#-) %*从,移至,
H#可看成)J-!A"#-) %*从 C,有效下行至 C,H##
)!-#-) %*从,移至,9#可看成)J-!A"#-) %*
从 C,有效上行至 C,9##而输光概率:!’% =’- D!%
<#" 即是)J-!A"#-) %* 于U0之前击中 C的概
率# 故由引理 $># 知
:A&)J-!A"* 于U0前击中 C DA0?^’ <

#
# H!# H!#!$ H+ H!#+!-9#

<$*-E

??以DF-!A#0"D记0的位于A上第 -层的全体
后代个数# 则
;:!0在第 -层的后代个数DA0?^" <

;OLM!DF-!A#0" D,*-" <
+$++-

# H!# H!#!$ H+ H!#+!-9#
#

而根的后代至少有一个 !以概率 #"# 且于’之前
被)J-!A"#-) %* 击中的至少有一个 !以概率
#"# 故

;:!)#" )
+$++-

# H!# H!#!$ H+ H!#+!-9#
E !""

现在任取A上第!@9#"-层的一个节点0G!@
) $"# 设:!A0?^" =%(又任取0在A上位于
第@-层的一个后代 CG(从 0G到 CG的最短路径为
0#0$+0-H##其中0,H#是0,的孩子#0# <0G#0-H# <CG(

类似于前面的讨论#我们得到$ )J-#-)%*在U0G
之前击中 CG的概率即是输光概率:!’% =’-H#D!%

<#"#亦即 #

# H+
-

%<#
.
%

7<#
!!@9#"-H79#

#故0G位于A的第

@-层在U0G之前被击中的后代的总个数之期望
!关于:" 为

+!@9#"-H#++@-

# H+
-

%<#
.
%

7<#
!!@9#"-H79#

# !G"

事实上# 这正是;:!O@#7"(
现在根据 #"可知#;:!)#" =##;:!O@#7" =

##5@#57E这说明过程))@#@) %* 是一个上临

G
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界的依赖于代的分枝过程# 因此
:!-0;

@’^
)@ <^" =%# !H"

给定A#设6<))J-!A"#-) %* 在’!A" 之前访
问了树A上的无穷多个节点*(根据式!H"#存在"
的可测子集"% 使得OLM!"%" =%且对每个A(
"%#总有

:A!6" =%#

此即:!’<^" =%#矛盾##"得证(
其次证明 $"( 给定@)$#对于第@层的任一

节点0#事件)A0?’* 发生#必然使得J# 为0之祖
先且)J-!A"#-)%*于’之前击中0#根据前面的
计算有

:A!A0?’" %
#

# H!# H!#!$ H+ H!#+!@9#
#

因此第@层于时刻’之前被击中的节点数的期望
!关于:" 至多为

+#++@
# H!# H!#!$ H+ H!#+!@9#

E

给定A#设 V <)J-#-)%*在’!A"之前所抵达的
最大层数#注意

;A!V D’!A"" <
#
$ ’!A"#

由于对OLM9,>3EA#DF-!A" D) ##故
;A!V D’!A"" %;A!)J-#-) %* 在’!A"

前击中的节点数D’!A""#
总之
;:!’" % $;:!)J-#-) %* 在’前击中的节点数"

% $+# H$+
^

@<$

+#++@
# H!# H!#!$ H+ H!#+!@9#

#

由 $ " 知 ;:!’" ?^# 因此对 OLM 9,>3>A#
;A!’" ?^#此即对OLM9,>3>A#)J-#-)%*在
A上关于:A是正常返的(

最后证明 !"( 事实上要证 !"# 只需要证明
对OLM9,>3>A# ;A&’!A"’ <^(根据第一部分
的证明知$ 对于OLM9,>3>A#在’之前第@层!@
) $" 被)J-#-) %* 击中的节点个数的期望!关
于:A" 是

DF@!A" D

# H+@9#

%<#
!.%

7<#
!7"

#

给定 A#对每个 &#’!A#&" 大于或等于)J-#- )
%* 在’!A#&" 之前于树A上击中的节点数#故

;A!’!A"" )+
^

@<$

DF@!A"D

# H+@9#

%<#
!.%

7<#
!7"

#

由 !"知# 对OLM9,>3EA# ;A!’!A"" <^(因此
随机游动)J-#-)%*在A上关于:A是零常返的(

1

注 @>BH当;OLM
+#++-
DF-!A"

[ ]D( )$ %3?^# !-

<+-H##- ) ##而且对 OLM9,>3>A#随机游动
)J-#-)%*在A上是常返的# 则对于OLM9,>3E
A# )J-#-) %* 在A上有可能是零常返的(事实
上# 对任意的 % ?+?##

OLM!DF@!A" D%
+#++@
@
#
$ !#H+"

" %

#
@#H+
;OLM

+#++@
DF@!A"

[ ]D
$

#% 3
@#H+

#

由_(*2-C6,+42--0引理可知# 对于OLM9,>3>A#当

@)@% <@%!A" 时#DF@!A"D)
+#++@
@
#
$ !#H+"

#故

+
^

- <$

DF-!A"D

# H+ -9#

%<#
!.%

7<#
!7"
)

W+
^

- <$

+#++-
# H+# H+ H+#++-9#

, #
-
#
$ !#H+( )"

#!&"

其中 W是依赖于 A的正数( 现在取 +- <

# H #
-!-(P-"( )$ +#-) $#+# <+$# !$ )+=##

则+#++-9# &+
-9#-(P-#-’^#因此

+
^

- <$

DF-!A"D

# H+ -9#

%<#
!.%

7<#
!7"
)

槇W+
^

- <$
-9

#
$ !#H+" # <^# !Z"

上式中 槇W仅依赖于A#故由定理 #E# 之 !" 知此时
随机游动)J-#-) %* 在A上是零常返的!上述随
机游动不满足 #"-$"# 构造是合理的"(

注 @I@H考虑经典分枝树上的!- 9有偏随机
游动)J-#-) %*#假设分枝树的平均生殖个数为

+(!## !$ ’#!- < # H#( )- +#;LM +-
DF-!A"

[ ]D( )$ %
F?^#5-)##此时#"和$"均不满足# 因此在
不会引起矛盾的情况下# 我们可以找到满足上述
条件的 !- 9有偏随机游动 )J-#- ) %*#对于
LQMQ,>3EA# 随机游动在A上是常返的# 进一步经
过类似于式!&" 和式!Z" 的计算# 可知)J-#- )
%* 是零常返的(

注 @IDH根据注 $># 和注 $>$# 当 !- <
+-H#!-)#"时或!-6+时#可以考虑变化环境中

H



第 # 期 张志洋#胡晓予$变化环境中分枝树上有偏随机游动的状态分类

分枝树上的中心极限定理( 我们猜测有类似于文
献&##’中的结论(
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