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摘A要A研究双J1.K3+5变换在边界情况的具有混合范数 L3K34M*3空间上!分数阶双 J1.K3+5
变换在一般的具有混合范数L3K34M*3空间上和在一种混合范数边界情况等 ! 类有界性问题?
关键词A双J1.K3+5变换" 分数阶双J1.K3+5变换" 混合范数
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A$4’&-7’AR, 5814V)+W" V31,23451M-53583K)*,;3;,344)/583;)*K.3J1.K3+55+-,4/)+<), 583
3,;X)1,5)/583<1Y3;G,)+<L3K34M*34X-:34?Z3-.4)M123583K)*,;3;,344)/583/+-:51),-.;)*K.3
J1.K3+55+-,4/)+<), <1Y3; L3K34M*34X-:34/)+583M3,3+-.:-434"-,; 583, 34X3:1-..6), ),3W1,; )/
3,;X)1,5:-434?
K%?L2&34A;)*K.3J1.K3+55+-,4/)+<% /+-:51),-.;)*K.3J1.K3+55+-,4/)+<% <1Y3;G,)+<

AA[3,3;3W 和 \-,]),3在文献&%’中"对于 / 元
数组>?!@%"@#"("@/#"其中对任意的,?%"#"
("/"% # @,# ^" 引入具有混合范数空间

A>!9#) 一个在乘积空间 !9"3"!# ? !$
/

,?%
9,"

$
/

,?%
3,"$

/

,?%
!,# 里可测的函数 &!:%":#"(":/# 满

足"依次对变量:%取@%阶范数"对:#取@#阶范数"
(" 对:/ 取@/ 阶范数所得的数值是有限时"我们

称该函数属于空间 A>!9#)
具有混合范数的 L3K34M*3空间是一般

A@!%# 函数空间的很自然的延伸空间) 当考虑
函数对不同的变量!比如空间变量和时间变量#
有不同的性质时"自然需要具有混合范数的函数
空间) 这些空间在研究依赖时间的偏微分方程里
占有重要的角色) 许多文献已经研究了不同算子
在该类函数空间上的性质&#G&’ )

[3,3;3W 和 \-,]),3&%’ 研究具有混合范数
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L3K34M*3函数空间的一般性质和一些插值定理%
还研究势算子在高维具有混合范数函数空间上的
有界性问题"并对于 %#@,# #" ,?%"#的情况"
给出在混合范数空间上的 J-*4;)+//GT)*,M定理)
基于 [3,3;3W 和 \-,]),3提出的混合范数空间"
_3+,-,;3]&D’研究具有乘积核的向量值奇异积分
算子在具有混合范数空间 A>!%##" >? !@%"
@##" % B@%"@# B^ 上的有界性"并指出双
J1.K3+5变换是该奇异积分算子的一种特殊情况)
但是"对于双J1.K3+5变换在具有混合范数空间的
端点情况的有界性"到目前为止还没有相应的
结果)

本文主要致力于研究双 J1.K3+5变换作用在
一类具有混合范数空间端点情况的有界性"该类
空间我们限制在@% ?%且 % B@# B^)进一步"
我们给出分数阶双 J1.K3+5变换在具有混合范数
空间的一般情况时的有界性"并给出在一类端点
情况时的有界性)

EM双!"#$%&’变换
这一部分"我们研究如下定义的双 J1.K3+5变

换"对任意的 !:"8# &%#"

C&!:"8# ?X?2?’%# &!.")#
!:D.#!8D)#;.;)E!%#

首先"定义具有混合范数的[3;3;3WG\-,]),3函数
空间 A@:A

F
8" % # @"FB^

&%"""IGC’ )一个函数 &&
A@:A

F
8"当且仅当它满足

(&(A@:A
F
8
$ ?!’%!’%H&!:"8# H@;:#FI@;8#%IF B^E

以下在不引起混淆的情况下"简洁地记 A@:A
F
8为

A@AF)
_3+,-,;3]&D’研究具有乘积核的向量值奇异

积分算子的性质) 特殊地"证得双 J1.K3+5变换是
从空间 A@%A@#!% B@%"@# B^# 到自身的有界性)
在本部分"我们对于具有混合范数的端点情况"给
出双J1.K3+5变换是从 AFA% 到 AFA%"^" % BFB^
有界的)其中 AFA%"^ 为 AFA% 关于第 # 个变量的弱
空间"它的构成元素&是可测函数"且满足
(&(AFA%"^ ‘4*X

"a$
"+!*:&%$(&!+":#(AF+a",# b̂ "

其中+!J#为集合J上的L3K34M*3测度) 为证得
双J1.K3+5变换在混合范数的边界情况上的有界
性结果"我们需要一个向量值奇异积分算子的引
理"摘述该引理如下&’"IG%$’ )

引理 %?%A设K?K!:"8# 是一个核"它定义

在:)8上"取值在 A!<#上"其中 A!<# 为[-,-:8
空间<上的有界线性算子的集合)并对某一个 F"
% BFB^"设*++C是与核K相关的在 AF!%"<# 上
有界的一个算子
*++C&!:# ?’%K!:"8#&!8#;8" :,4*XX!&#E

而且核K满足以下 # 个条件
(K!:"8#(A!<# #!H:D8H

D%" !##
和
(K!:L*"8# DK!:"8#(A!<# L(K!:"8L*# D

K!:"8#(A!<# #!
H* H#

H:D8H%L#
" !!#

其中#& !$"%’"H:D8H- #H*H)则有算子*++C是
从 A@!<#!% B@B^# 到自身是有界的"而且算
子*++C也是弱!%"%# 的"也即是说

*:&%/$(*++C&!:#(< M", #
!
"’%/(&!:#(<;:?

!
"(
&(A%!<# "

其中

(&(A@!<# ?!’%/(&!:#(@
<;:#

%
@"% #@B^E

当@?^时"只需对上式做关于A^定义上的调整
即可)

文献 & D ’ 已经给出双 J1.K3+5变换的
A@!%## 有界性) 下面考虑该算子在边界情况的
混合范数下的有界性)

定理 %?%A由式!%#定义的双 J1.K3+5变换是
从函数空间 AFA% 到函数空间 AFA%"^" % BFB^
有界的)也即是说"存在一个常数!"有下式成立

(C&(AFA%"^ #!(&(AFA%E !"#
AA证明A算子 C为双 J1.K3+5变换时"其核为

K!:"8".")# ? %
!:D.#!8D)#)当 :) .时"我们

定义核N为

!N!:".#*#!8# ?’%K!:"8".")#*!)#;)?
’% %

!:D.#!8D)#*!)#;)?
%
:D.’% *!)#8D);)E

另外"记O!:#!8# ?&!:"8#"且
CO!:#!+# ?C&!:"+#E

这样"双J1.K3+5变换可以改写为

CO!:#!+# ?’%#K!:"+".")#&!.")#;.;)?
’%!N!:".#O!.##!+#;.E

选取引理 %?% 中的[-,-:8空间<为 AF!%#" % B

"&#
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FB^)对于 :) ."估计算子 N!:".# 从空间
AF!%# 到空间 AF!%# 的范数如下

(N!:".#(AF*AF? 4*X
(%!8#(AF!%#)$

(!N!:".#%#!8#(AF!%#

(%!8#(AF!%#

#!H:D.HD%"
其中的常数!依赖于 J1.K3+5变换从空间 AF!%#
到空间 AF!%# 有界的最佳常数)这样我们证得算
子N!:".# 满足条件 !##)

考虑到H:D.H- # H* H"有
!N!:L*".# DN!:".##%!8# ?

’% %
!:D.#!8D)# D

%
!:L* D.#!8D)[ ]# %!)#;)?

*
!:D.#!:L* D.#’% %

8D)%!)#;)E

对上述算子求范数"得到
(N!:L*".# DN!:".#(AF!%#*AF!%# #

! *
H!:D.#!:L* D.# HE !’#

结合式子H:D.H-#H*H即H*H#H:D.H# "推

得

:D.L* - H:D.HDH* H-
H:D.H
# E

!D#
将式!D#代入式!’#" 有

(N!:L*".# DN!:".#(AF!%#*AF!%# #

#! *
H:D.H#

!&#

成立) 同样地"也有如下式子成立
(N!:".L*# DN!:".#(AF!%#*AF!%# #

#! *
H:D.H#

E !I#

综合考虑式!&#和式!I#" 推得核函数 N!:".# 也
满足式!!#"并取其中的#?%)这样我们验证了核
函数N!:".# 满足引理 %?% 中的 # 个条件"从而有

*:&%$(C&!:#(AF8
M", #

!
"’%0(&!:#(AF8

;:?!
"(

&(AFA%

成立"这就意味着式!"#成立)

CM分数阶双 !"#$%&’变换
在这一部分"我们研究分数阶双 J1.K3+5变换

在具有混合范数 L3K34M*3空间下的有界性) 对
于任意的 !:"8# & %#" 先给出分数阶双 J1.K3+5
变换的定义如下$

4$%% 4$## &!:"8# ?X?2?’%’% &!.")#
H:D.H$% H8D)H$#

;.;)"

!C#
其中 $ B$,B%",?%"#)

为研究分数阶双 J1.K3+5变换在具有混合范
数函数空间上的有界性"下面先给出 c134]位势
算子的定义和关于该算子有界性的著名的
=)K).32定理)

定义 #?%A对任意的 :& %/" c134]位势算
子&%%’由以下定义给出

1$!&#!:# ?
%
%!$#’%/ &!8#

H:D8H/D$
;8"

其中参数 $ B$B/"常数

%!$# ?!
/
# #$" $( )# " / D#( )#

E

该算子的 =)K).32定理&%’如下$
若&& A@!%/#" %& AFP!%/#" $ B$B/"

%
@D

%
F?

$
/ "
$
/ B

%
@B%" 则双线性泛函 A有如

下结果成立$

A!&"%# ?%!$#’%/%!:#1$!&#!:#;:?
%!$#’%/’%/&!:#%!8# H:D8H$D/;:;8#

!!/"$"@#(&(@(%(FPE !%$#
基于 =)K).32定理"我们给出分数阶双 J1.K3+5变
换!C#在具有混合范数L3K34M*3空间上的有界性
定理)

定理 #?%A设函数&& A@%A@#"% B@,B^"满

足 %
@,
D%F,

?% D$,",?%"#)则有

(4$%% 4$## &(AF%AF# #!(&(A@%A@#"
其中常数!只依赖于@,"F," ,?%"#)

证明A对任意的 % & AFP%AFP#" 运用上述
=)K).32定理 !%$#式"有

’%#4$%% 4$## &!:"8#%!:"8#;:;8?
’%#’%# &!.")#

H:D.H$% H8D)H$#
%!:"8#;.;);:;8#

’%#!’%#H&!.")#(%!.")#(:D.HD$%;.;:#H8D)HD$#;);8#
!!$%"@%"F%#’%#(&!+")#(A@%(%!+"8#(AFP%H8D)HD$#;);8
#!!$%"@%"F%#!!$#"@#"F##(&(A@%A@#(%(AFP%AFP#E
这样就证得该定理的结论)

下面给出分数阶双 J1.K3+5变换在一类边界

’&#
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混合范数函数空间上的有界性)

定理 #?#A设&& A@%A%" % B@% B^" %@%
D%F%

?% D$%" 且F# ?
%
$#
)则存在一个常数!使得

(4$## 4$%% &(AF%AF#"^ #!(&(A@%A%

成立)
证明A根据 @1,W)V4W1不等式" 对任意的

!:"8# &%#"有
(4$## 4$%% &!:"8#(AF%: #

!’% ’% %
H8D)H$# ’% &!.")#

H:D.H$%
;.;)

F%
;:#

%
F% #

’%!’% %
H8D)H$#F% ’% &!.")#

H:D.H$%
;.

F%
;:#

%
F%;)?

’% %
H8D)H$#

(4$%% &!:")#(AF%:;)#

’% %
H8D)H$#

(&!:")#(A@%:;)E

由c134]位势的定义"对任意的8&%"上式可以
改写为

(4$## 4$%% &!:"8#(AF%: #1%D$#&
Q
!8#" !%%#

其中 &
Q
!8# ?(&!+"8#(A@%)
令

J" ?*8$1%D$#&
Q
!8# M",E

我们估计集合J"的测度" 由自变量代换" 得到

J" #
%
"’J"1%D$#&

Q
!8#;8?

%
"’J"’%

%
H8D)H$#

(&!:")#(A@%:;);8?

%
"’J"’%

%
H)H$#

(&!:"8D)#(A@%:;);8E!%##

分解式!%##式的内部积分"有

’% %
H)H$#

(&!:"8D)#(A@%:;)?

.
=&/
’#=D%#H)H##= %

H)H$#
(&!:"8D)#(A@%:;)#

.
=&/

%
#!=D%#$#’H)H##=(&!:"8D)#(A@%:;)E

进而"我们估计 J" 的测度为

J" #
%
"’J".=&/

%
#!=D%#$#’H)H##=(&!:"8D)#(A@%:;);8#

%
".=&/

%
#!=D%#$#

<1,!HJ"H(&(A@%A%"#
=(&(A@%A%# #

%
".
#=MHJ"H

%
#!=D%#$#

HJ"H(&(A@%A% L

%
".
#=#HJ"H

#=

#!=D%#$#
(&(A@%A% ?

#!
"
HJ"H

%D$#(&(A@%A%"

从而"计算得

HJ"H
$# # !"(

&(A@%A%E

也就是说"HJ"H
$# # #!"成立

) 这就意味着

4*X
"M$
"HJ"H

$# #!

成立)
根据弱空间 A@"^ 的定义" 得到

1%D$#&
Q
!8# & A

%
$#
"^

8 E
再根据估计式 !%%#" 推得

(4$## 4$%% &!:"8#(AF%:
& A

%
$#
"^

8 E

这样"就证得所需要的结论)
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