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摘?要?考虑协变量有测量误差时变系数模型的估计问题" 提出的方法不需要假定特定的误
差模型结构或已知的误差方差!也不需要重复观测的数据" 通过工具变量的辅助!首先对测量
误差进行校正!从而得到真实观察变量的估计" 然后用这个估计取代真实观察变量!利用变系
数模型的估计方法得到函数系数的估计" 证明了所提估计的渐近正态性" 数值模拟结果表明
本文提出的基于校正误差的方法比直接使用测量误差数据的方法有更好的有限样本性质"
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??在经济(医学等众多领域中"由于设备的限
制(方法不完善(得到精确的值需要付出很高昂的
经济或时间成本"等等原因"经常无法得到精确观
测的数据"而是仅仅得到带有测量误差的数据)

当观测数据有测量误差时"若不考虑测量误
差"而直接使用带有测量误差的数据进行统计分
析"这种方法经常被称为朴素方法 ! +,012
;247(:#) 使用朴素方法经常会得到不可靠的统
计分析结果"比如有偏的估计(效率的损失"检验
功效的降低等等) 相关的细节可参考文献&#E"’
以及这些文献的参考文献) 因此有必要对测量误
差数据进行专门的处理)

测量误差产生的原因很多"因而种类很多)
处理不同测量误差的方法也不一样) 本文考虑的
测量误差是可加测量误差的一种) 我们不假定特
别的误差模型结构或已知的误差方差"也不需要
重复观测的数据) 我们假定真实变量和带有测量
误差的变量通过一个工具变量而具有一种非参数
结构) 这种误差模型结构首先由文献&I’引入"
并得到比较深入的研究) 详细细节可参见文献
&""AE#%’)

变系数模型"也称为函数系数模型" 是一般
线性模型的一种有用推广) 它既有线性模型易于
直观解释的优势"又利于探索数据的动态特征)
关于变系数模型的更多细节可以参考文献&##E
#B’) 在本文中"当协变量有测量误差时"在工具
变量的帮助下"对变系数测量误差模型的估计问
题进行研究) 具体处理方法如下$通过工具变量"
利用局部常数核方法对测量误差进行校正"从而
得到真实观察变量的估计) 基于这个估计" 采用
局部最小二乘法得到系数函数的估计) 本文提出
的估计方法无需迭代"计算简便)

GM测量误差的校正
考虑变系数模型$

@A!!/#U!B!" !##
其中@是一维响应变量" !(/是协变量" 函数型
回归系数 !!*# A!"#!*#"+""9!*##

U) 这里 U
表示向量或矩阵的转置)不失一般性"本文假定/
是一维变量)假设模型的误差!满足C!!D!"/#
A%"C!!$ D!"/# E])
可以看到"实际上变系数模型是一个非常一般

的模型"许多常用的模型"比如线性模型(可加模型"
以及部分线性模型"都可以看作是其特殊情形)

由于测量误差的存在"无法观测到 !的真实

值)假设实际中观测到带有测量误差的变量 槇!"并

且变量!和 槇!满足如下关系$

!AC! 槇!D"# A$"!"#" !$#
其中"是可观测的 5维工具变量)此误差模型实
际为可加误差的一种特殊情况"因为式!$# 等价

于 槇!A!#$和C!$%"# A%)进一步假定变量"
与模型误差 #相互独立"模型误差 #与测量误差
变量$独立" 并且变量"与协变量/相互独立)因
此"变量"实际上是一个工具变量)有关工具变量
的定义可参考文献&#"F#A’ 等)实际上"工具变量
的引入是一种处理测量误差的有效方法&#&F#H’ )

假设得到来自 !@"槇!"""/# 的一组独立同分

布的样本,!@," 槇!&"","/,#",A#"$"+"--"其中

槇!,A! 槇G,#"槇G,$"+" 槇G,9#
U"", A!H,#"+" H,5#

U) 本
文分两个步骤估计参数"先通过局部核回归方法得

到!的估计"̂-!"#)然后基于矫正的测量误差"再通
过局部线性回归方法得到函数系数!!’# 的估计)
局部线性回归方法的细节可参考文献&$%’)

由式!$#"利用局部常数核估计方法可以得
到!,A"!",# 的估计$

"̂-!",# A#
-

7A#

槇!,;0!",I"7# #
-

7A#
;0!",I"7#J

!!#
??选择多元核函数;!*# 为单元二阶核函数的

乘积"且式!!# 中";0!*# A#K#
5
0$L!*K#0#"其

中 L!*# 是单元二阶核函数"#0是窗宽) 这里

"̂-!",# 是9M# 维向量"记 "̂-!",# A!#̂-#!",#"

#̂-$!",#"+"#̂-9!",##
U)

由非参数方法的经典结论可知" "̂-!",#是!,
的相合估计"参见文献&$#’)由于测量误差的存
在"我们没有观察到真实变量 !,)由式!!#"可以

用!,的估计"̂-!",#代替!,"进一步构建函数系数
的估计)

EM系数函数的局部线性估计
这一节构建系数函数!!N# 及其一阶导数的

局部线性最小二乘估计) 对给定的一点 N"可以通
过!!/7#"7A#"$"+"-" 在 N的一阶线性泰勒展
开构建目标局部最小二乘函数如下$

$
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#
-

7A#
&@7I#

9

,A#
,(,B=,!/7IN#-G,7’

$$N!/7IN#"

这里$!N#是核函数"%N是带宽"$N!*#A#K%N$!*K%N#)

因为变量G,7未观察到"用其估计#̂-,!"7# 代替"从
而求解如下加权最小二乘问题即可得到系数函数
及其导数的估计$

,*[;0+
,(,"=,-9,A#
#
-

7A#
&@7I#

9

,A#
,(,B=,!/7IN#-*

#̂-,!"7#’
$$N!/7IN#J !B#

注意到目标函数总共有 $9个未知参数 ,(,"

=,-
9
,A#) 令, (̂,"=̂,-

9
,A# 是上面最小二乘问题的解"

则有 (̂,!N# A$ (̂,是系数函数 (,!N# 的估计"

=̂,!N# A$=̂,是系数函数 (,!N# 的导数=,!N# 的估
计"这里,A#"$"+"9)

下面给出 , (̂7"=̂7-
9
7A# 的显式表达式)首先给

出一些记号$(A!@#"+"@-#
U" !7 A!G#7"G$7"

+" G97#
U" )N A:0,[!$!!/# IN#K%N#"$!!/$ I

N#K%N#"+" $N!!/- IN#K%N##"

*N A

"̂-!"##
U "̂-!"##!/# IN#K%N

"̂-!"$#
U "̂-!"$#!/$ IN#K%N

. .

"̂-!"-#
U "̂-!"-#!/- IN#K%














N

J

这样式!B#可以写成如下形式$

,*[;0+
!+",#

&(I*N
+
%N( ), ’U)N&(I*N

+
%N( ), ’"

其 中 + A !(#!N#"($!N#"+"(9!N##
U", A

!=#!N#"=$!N#" +"=9!N##
U) 令 $̂-!N# A

! (̂#!N#"+"(̂9!N#"%N =̂#!N#"+"%N =̂9!N##
U)这样

可以得到问题!B#的显式解$

$̂-!N# A,*UN)N*N-
I#*UN)N(J !"#

对于我们感兴趣的系数函数"!N#"其估计为
!̂!N# A!-9?%#,*

U
N)N*N-

I#*UN)N("
其中-9表示9M# 向量"其分量为 #)

记%N!"%# AC&!;
"."%
#( )
0

&0!"#D/AN"

"%’" /!N# AC!!!
UD/AN#)对 !̂!N#"有下面

的渐近展开和渐近正态性的结果)
定理 ENG?如果条件!6## _!6"#成立"对固

定的某一点 N "有下面结论成立$

-%槡 N,!̂!N# I!!N# I
%$#
$ !

!$# !N#%$N-

A!-%N#
I#$/I#!N##

-

,A#
!,$

/,IN
%( )
N

!,B

!-#90K%N#
I#$/I#!N##

-

%A#
%N!"%#+!N#

U!槇!%I!%# B

$9!##J !I#
进一步"有下面结论成立$

槡-#,!̂!N%# I!!N%# I
%$#
$!

!$#!N%#%
$
N- %&&

5
O!%"&N#"

这里 /"!N# AC!00U&$!0"/# D/ A N# B

C&!-#$0K%N#
I#$ %N!"##+!N#

U! 槇!# I!##’’
$"&N A

/I#!N#/"N /
I#!N#"&$!0"/# AC!!$ D0"/#"

!!$# !N# 是!!N# 的二阶导数)
从定理 $K# 也可以看出"本文所提的基于校

正误差的估计是渐近相合的"误差矫正的程序产
生的影响体现在!8>$"# 式的第 $ 项)从定理 $K#

可以看出" 当数据是精确观测的"则有 槇!%I!%A
%"这时!8>$"#式的第 $ 项消失"定理 $K# 就退化
到没有测量误差时的情况)

上面的估计程序实际上给出了函数系数导数
的估计"但是因为我们只对系数函数的估计感兴
趣"因此不研究其导数函数的渐近性质) 仍需要
指出的是局部线性方法相比局部常数方法具有多
种优势) 上面的处理虽然引入讨厌参数"即系数
函数的导数"这样的处理是合适的) 我们知道局
部线性方法得到的估计具有更小的偏差"没有边
界效应&$%’ ) 直观来看"本文所提的估计应该同样
具有这些优点)

非参数方法的一个重要问题是带宽的选择)
我们采用一个可行而简便的方案"即结合拇指法
则和 )+:2*3;((470+[的需要"在每个方向上按单
变量的拇指法则选取带宽" 然后用 -I#K!取代拇指
法则给出的带宽表达式里面的 -I#K")数值模拟结
果验证了这样处理的有效性) 实际上"选择带宽
时"拇指法则充分利用了数据的特点"而对拇指法
则选出的带宽进行 )+:2*3;((470+[的操作使得系
数函数的估计更为准确)

IM数值模拟
本节考虑所提估计的有限样本性质) 考虑 $

个二维变系数模型)
模拟设置 O$考虑如下模型$

@A!I/B%K"#G# B!2‘Y!/# I#K"#G$ B#"

其中G# AH
$"G$ A$30+!H# B%K""槇G,AG,B*,"

!
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,A#"$)变量H服从均值为#K"(方差为%K$"的正
态分布)变量/服从&%"#’ 上的均匀分布)

模拟设置 OO$考虑下面模型$
@A$30+!!/#G# B9(3!!/#G$ B#"

其中 G# A 2‘Y!H# B!9(3!!H#"G$ A !HB

30+!!H#"槇G,AG,B*,",A#"$) 变量H和/都服
从&%"#’ 上的均匀分布)

在上面的 $ 个模型中"模型误差 #均服从均
值为 %(方差为 %K!I 的正态分布) 对每个设置"
均考虑两种模型误差$测量误差 $均服从均值为
%(方差为 %K!I 的正态分布以及均值为 %(方差为
# 的正态分布)

在估计程序中"核函数;!0# 和$!N# 均采用

DY,+2E97+0W(1核函数 ;!)# A$!)# A !
B !# I

)$#P!D)D(## )取窗宽 #0 A%N A$K!B &̂--
I#K!"这里&̂-

是变量H的样本根方差) 样本量取为 #%% 和 $%%)
本节后面的结果基于 # %%% 次模拟的数据而
算得)

对估计量 !̂!N# A!"̂#!N#""̂$!N##
U的每个

分量"其积分均方误差可定义为SO<D!"̂,!N## A

)!"̂,!N# I",!N## $:Q!N#",A#"$) 显然这个量
可以衡量系数函数的估计和真实系数函数的差
异)均方误差越大"估计与真值的差别越大"反之
也成立)因此可将积分均方误差作为评价函数系
数估计的好坏的标准)由于/的分布Q!N# 未知"

我们用其经验分布近似"得到 #
-#

-

7A#
! "̂,!/7# I

",!/7##
$",A#"$ 来近似积分均方误差) 在不同

模型设置下"不同样本量情况下的计算结果详见
表 #)

除计算本文提出的基于校正测量误差的系
数函数的估计的积分均方误差"还计算了对测
量误差无校正"而直接使用带有测量误差的数
据进行分析的方法"也即使用 +,012方法下得到
的估计的积分均方误差) 作为比较的参考"还计
算了当没有测量误差"也即数据是精确观测情
况下的系数函数的估计的积分均方误差) 详细
结果在表 # 中列出) 从表 # 可以看出"本文提出
的基于校正误差的估计系数函数的方法相比对
模型误差不进行矫正的方法"所得估计具有更
小的积分均方误差) 相比数据精确观察时的估
计方法" 本文所提方法略差"具体表现为系数函

??表 GM系数函数"#"N# 和"$"N# 的估计的积分均方误差
-’9/,GM*,’("(.,)6’.,<2O#’6,<,66462"*PD1# 45

.>,,2."3’.46245.>,;4,55";",(.5#(;."4(2
!G"’# ’(<!E"’#

模型 &$* - "̂9# "̂9$ "̂-# "̂-$ "̂=# "̂=$
# %K!I #%% %K%%! & %K%$# " %K%%B % %K%$A $ %K%%! ! %K%#" A

$%% %K%%$ % %K%## ! %K%%$ B %K%#& # %K%%# A %K%%H #

# #%% %K%%B H %K%$H " %K%%A # %K%"& H %K%%! & %K%#" H

$%% %K%%$ ! %K%## & %K%%! A %K%BA " %K%%# & %K%%& $

$ %K!I #%% %K%%& % %K%%A & %K%$A B %K%#A ! %K%%I I %K%%" "

$%% %K%%B ! %K%%B ! %K%$# B %K%## # %K%%! ! %K%%! $

# #%% %K%## % %K%#! A %K%&H I %K%B$ H %K%%I ! %K%%" $

$%% %K%%" H %K%%" H %K%A& B %K%!! ! %K%%! % %K%%$ &

??说明$ 估计 "̂9# 和"̂9$$本文所提方法% 估计 "̂-# 和"̂-$$不对

测量误差进行校正的@,012方法% 估计 "̂=# 和"̂=$$没有测量误差

时的估计方法)

数的积分均方误差要大一些) 因为我们校正误
差时引入非参数估计"相比直接使用真实变量
的方法"必然会对估计的精确性有影响) 这和
定理 $K# 的结果是一致的) 我们也发现当样本
量增大时"所提方法的均方误差减小"这是合
理的)

图 # 和图 $ 分别画出模拟设置 O和 OO中的 $
个系数函数的真实曲线(基于本文所提的校正测
量误差的估计方法的估计曲线(对测量误差不加
以矫正的估计方法的估计曲线以及当不存在测量
误差时的估计曲线) $ 个图体现了相似的变化规
律) 可以看到"基于精确观察值的估计曲线和本
文提出的基于矫正测量误差的估计曲线与真实曲
线相差很小"未矫正测量误差的估计曲线与真实
曲线有明显偏离)

QM结论

本文考虑协变量有测量误差时变系数模型系
数函数的估计) 借助工具变量对测量误差进行校
正"从而得到真实变量的估计) 基于这个估计利
用局部线性最小二乘法方法得到系数函数的估
计) 证明了估计的渐近性质) 数值模拟表明所提
估计比不进行误差矫正的方法有更好的有限样本
性质)

借助工具变量处理测量误差是一种非常有效
的方法) 今后可以进一步考虑其他半参数测量误
差模型基于工具变量的估计方法) 也可以进一步
考虑其他问题"比如模型检验(模型选择以及变量
选择等等问题)

B
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图例中"实线 #$真实曲线%点线 $$无测量误差时的估计曲线% 虚线 !$本文正测量误差的估计曲线%

虚线和点线间隔的线 B$不对测量误差进行校正的估计曲线)

图 GM模型P系数函数!"’#的 E 个分量函数的真实曲线和估计曲线!测量误差$R1"F$FNIS#
%")0GM-6#,’(<,2."3’.,<;#68,245.>,.=4 ;43T4(,(.245!"’# #(<,634<,/P=".>$R1"F$FNIS#

图例中"实线 #$真实曲线%点线 $$无测量误差时的估计曲线% 虚线 !$本文正测量误差的估计曲线%

虚线和点线间隔的线 B$不对测量误差进行校正的估计曲线)

图 EM模型PP系数函数!"’#的 E 个分量函数的真实曲线和估计曲线!测量误差 $R1"F$FNIS#
%")0EM-6#,’(<,2."3’.,<;#68,245.>,.=4 ;43T4(,(.245!"’# #(<,634<,/PP=".>$R1"F$FNIS#
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附录!定理 ENG 的证明
首先给出证明定理所需要的一些条件$
6#$CD!D$B’E] 和CD$D$B’E]对某个’R% 成立%对变量/的定义域支撑内的任一点 N"有

/!N# AC!!!UD/AN# 正定%
6$$系数函数!!N#"变量/和"的密度函数&N!N# 和&0!0# 在定义域内点处三阶连续可微%
6!$!0# ;!*# 是单元二阶核函数 L!*# 的乘积%
!00# $!*# 是单元二阶核函数%
6B$!0# #0% %" %N % %%
!00# 当 -%] 时" - #50%]" - %N %])
说明!条件!6##是研究回归模型估计问题经常需要的假定"此条件是为了证明回归系数的渐近正

态性) 假定条件!6$# _!6B#为应用非参数光滑方法时经常使用的条件)

定理 ENG 的证明!令 2̂- A$!- %N #
I# *UN )N *N"3A"̂-!",# "̂-!",#

U经过简单计算"有
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3
3!/,IN#
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3!/,IN#
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


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
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
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$/,IN
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J

??由已有的结论3)Y
0
D"̂-!0# I"!0# DAST!!-+!-#K- #

5
0#

#
$ # B#$5B#0 !见参考文献&$$’#和条件!6!#

和!6B#"可以证明

2^- A
C!!!UD/AN# %
% C!!!UD/AN# (( )

$

B$9!##"

I
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其中($ A)N$$!N#:N)进一步可得到
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经过简单计算"得到4- 的表达式
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这个结果结合!8>$%#式和!8>$"#式"可得
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