
第 !" 卷第 # 期
$%&’ 年 ( 月

中国科学院大学学报
)*+,-./*01-234,5267*0892-454:;.<4=7*0>;24-;45

?*/@!"
)+/7
AB*@#

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
$%&’

"国家自然科学基金!&&!!&%%$" &&#(&!%’#资助
H通信作者"JK=.2/$;94-Y2.*<*-I&$L=.2/5@+;.5@.;@;-

文章编号!$%F"KG&!#!$%&’#%#K%#!’K%G

WWN! 中的共形极小曲面的构造"

张文娟!陈晓东H

!中国科学院大学数学科学学院" 北京 &%%%#F#

!$%&( 年 ! 月 &! 日收稿% $%&( 年 # 月 &( 日收修改稿#

7A%36 5 <" @A#3Y:;@.3?"$24"+.3.14.31.$/%,/+3+/%,?2$1%4#?+3’’!H & <’;<.2$3%,.1=3+>#$?+"( .1@A+3#?#
B4%&#/( .1C4+#34#?" DEFG"HI!J#$JHG)JJH;

摘A要A通过扭映射%$88N( *WWN! 构造出WWN! 中 &% 族共形极小曲面的例子@根据 J4//5和
M**<在 &F’! 年得到的结论"水平调和映射在淹没映射下的像仍然是调和的@首先给出 88N(

中水平全纯曲面在局部下的一个分类定理@基于该分类定理以及J4//5和M**< 的结论" 利用
扭映射"构造出WWN! 中的共形极小曲面@
关键词A四元数射影空间#共形极小曲面#扭映射
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AA极小曲面的研究一直是微分几何子流形研究
领域中的一个重点" 通常对于极小曲面的研究"
会选取具有特殊性质的外围空间" 如空间形式,
齐性空间等- 而四元数射影空间是对称空间" 因
此四元数射影空间中极小曲面的研究具有重要意
义- 但是因为四元数射影空间本身的结构比较复
杂"所以四元数射影空间中极小曲面的研究也颇
为困难-

这些年来"在国内外学者的研究下"四元数射

影空间中极小曲面的研究也取得了一些重要的研
究成果-

由文献&&’"我们知道四元数射影空间 WWN&

与标准球面 !# 是等距同构的"因此在微分同胚的
意义下"WWN& 中的极小曲面研究通常转化为对 !#

中极小曲面的研究- c,7.-6&$’利用扭映射 %$88N!

*WWN& 研究WWN& 中的共形极小紧致曲面"并且构
造88N!中的水平全纯曲面- 对于四元数射影空间
WWN$ 的研究也取得了很多成果- :269./&!’刻画从
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!$ 到 WWN$ 中 的 调 和 映 射- c.97KJ/KR24- 和
M**<&#’构造四元数射影空间中的调和二维球面-
注意到"在共形映射的意义下"映射调和等价于映
射极小&"’ - 基于这些事实"W4和 )2.*&G’给出 WWN$

中线性满,全非分歧,常曲率共形极小二维球面的
一个分类定理- 对于更高维的四元数射影空间中
极小曲面的研究就更为困难"取得的结论也比较
少- W4和)2.*&(’给出 WWN- 中具有平行第二基本
形式的共形极小二维球面的分类结果-

由于扭映射给出WWN-与88N$-?& 水平部分的一
个等同"而复射影空间中极小曲面的研究有很多
已知的结果"因此扭映射是研究四元数射影空间
的一个重要工具- 本文正是利用映射 %$88N( *
WWN! 构造WWN! 中共形极小曲面的例子-

FQ预备知识
用符号WW表示所有四元数组成的集合"那么

WW是一个以 &"2"Z"a为基的四维实向量空间"并且
WW上有环运算如下$

2$ dZ$ da$ d‘&"2Zda d‘Z2"
Za d2d‘aZ"a2dZd‘2a@

通常"把WW看成是复数域 88上的一个以 &"Z为基
的二维右模- 对于任意的"9"& ?Z"$"#9#& ?
Z#$ (WW"有

"#9!"&#& G"
G
$#$# ?Z!"$#& ?"

G
&#$#"

可以验证该乘法与上述环运算是等价的-
在四元数WW上有一个自然的共轭运算$

!"& ?Z"$#" 9"
G
& GZ"$:

用WW-表示四元数 -元组构成的集合"本文把WW-

中的元素写成列向量的形式- 那么WW-与88$-有一
个自然的等同$

"& ?Z"$ =*
"&
"( )
$

:

AA四元数射影空间WWN- 表示WW-?&中的四元数直
线组成的集合"即对于 &$&’WW 和&$$’WW ( WWN-"
&$&’WW 9&0$’WW当且仅当/%(WW"使得$$ 9$&%:

辛群 !A!-# 9)&(O@!-%WW# =&"\.&9
’-*"其中’- 表示 -阶单位矩阵-对于&( !A!- ?
&#"&$’WW(WWN

-"- ?&阶辛群 !A!- ?&#在WWN-上
有一个自然的作用$

&.&$’WW 9&&$’WW "
可以验证该作用是可迁的"并且 O% 9!A!&# P
!A!-# 是该作用在&!&"%"("%#\’WW( WWN- 处的

迷向群-因此"WWN- 的齐性表示为
WWN- 9!A!- ?&#H!A!&# P!A!-#:

AA辛群 !A!- ?&# 可以看做是特殊酉群 !/!$-
?$#中的一个子群$!A!- ?&# !/!$- ?$#"(?

Z)=*
( G)

G

) (







G
"其中(")(O@!- ?&%88#:这样

可以得到下面的一个交换图$

其中%$88N$-?& * WWN-"
"&
"[ ]
$

=* &"& ?Z"$’WW "

"&""$ (88-?&"是扭映射"它是一个纤维化-
如果&9(?Z)( !A!- ?&#"记&9!4%"

("4-#"(9!Q%"("Q-#")9!R%"("R-#"那么

%&!&# 9
Q%
R[ ]
%

和 %$!&# 9&4%’WW为自然投影-

要说明上述图为交换图"需要保证 %& 是一个满
射- 而 !A!- ?&# * 88N$-?& 是一个以 /!&# P
!A!-# 为结构群的主纤维丛"因此%& 自然是一个
满射- 所以"上述图表可交换-

定义 FTFQ由于扭映射是一个纤维化"因此
88N$-?& 上的水平分布! 定义为纤维切空间的正交
补部分"其中88N$-?&上的度量为E+D2-2K>6+<7度量-
特别的"当 ’是一个黎曼面的时候"如果 &$’*
88N$-?& 的切映射的像在! 中"则称&为水平曲面-

根据文献&&’"对于 &"’ ( 88N$-?&"记 "9
"&
"( )
$

"那么有下述等同$

!&S’0)#("1=&S!## 9%"&"9
G"\$ <"& ?"

\
& <"$*" !&#

其中"&""$ (88-?&:

DQWWN! 中的共形极小曲面
在本节中"利用扭映射%$88N( *WWN! 来构造

WWN! 中的共形极小曲面@
DTFQ88N$-?& 中曲面水平的等价条件

在本小节中"将介绍WWN- 的上度量"并从度量
的角度给出88N$-?& 中曲面水平的一个等价条件-

用’表示 !A!- ?&# 上的 T.+,4,K8.,6.- 形
式"即’是 !A!- ?&# 上的一个取值在"#!- ?&#
上的左不变 & G形式"’9!’()#"% ’(")’ -:

F!#
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由WWN-的齐性表示WWN- 9!A!- ?&#H!A!&#
P!A!-#"可以得到李代数的分解$

$9$% 2%"
其中$为 !A!- ?&# 的李代数"$%为O%的李代数"

%9 % G("\

(( )%
$((WW{ }- :

因此"

3
-

( 9&
’(%".’

(
%

是%上的一个不变的内积"那么根据齐性空间中不
变度量的结论&’’ "它给出了WWN- 上的一个不变度量$

<.$WWN- 93
-

( 9&
*(%".*

(
%" !$#

其中*9."’".$/.WWN-* !A!- ?&# 为任意一
个局部截面- 在该不变度量下"辛群 !A!- ?&#
是WWN- 的等距群-

在预备知识中"我们知道 !A!- ?&# !/!$-

?$#"(?Z)=*
( G)G

) (







G
" 在该等同下" 88N$-?&

有齐性表示$88N$-?& 9!A!- ?&#H/!&# P!A!-#:

类似于WWN-的情况"令 ’
T9!’

T4
6#"%’4"6

’ $- ?&"为 !A!- ?&# !/!$- ?$# 上的T.+,4,K
8.,6.- 形式- 取 .T$/.88N$-?& * !A!- ?&# 为任

意一个局部截面"记 *T9." ’
T"则88N$-?& 上的不

变度量为$

<.$88N$-?& 93
$-?&

49&
*T
G
4
%.*
T4
%: !!#

AA取 8 9(?Z)( !A!- ?&#"则
! 9*G&<*" !##

!
T9 ( G)G

) (







G

G&

< ( G)G

) (







G
: !"#

AA为方便起见"引入记号!() 9+
(
) ?Z,

(
)"其中

+() 和,
(
) 为复值 & G形式-

则式!##和式!"#可以写成!为书写方便"本
文仅给出 - 9! 的情形"一般的情况只是矩阵的
维数不同"并没有本质区别#$

! 9

’%% ’%& ’%$ ’%!
’&% ’&& ’&$ ’&!
’$% ’$& ’$$ ’$!
’!% ’!& ’!$ ’!















!

" !G#

槇!9

+%% +%& +%$ +%! G,%% G,%& G,%$ G,%!
+&% +&& +&$ +&! G,&% G,&& G,&$ G,&!
+$% +$& +$$ +$! G,$% G,$& G,$$ G,$!
+!% +!& +!$ +!! G,!% G,!& G,!$ G,!!
,%% ,%& ,%$ ,%! +%% +%& +%$ +%!
,&% ,&& ,&$ ,&! +&% +&& +&$ +&!
,$% ,$& ,$$ ,$! +$% +$& +$$ +$!
,!% ,!& ,!$ ,!! +!% +!& +!$ +!



























!

"

!(#
AA下面的定理是 88N$-?& 曲面水平的一个等价
条件-

定理 DTFA设-$’*88N$-?& 是一个浸入"则
-水平当且仅当*",%% 9%"其中*$/.’* !A!-
?&# 是沿-的活动标架-
证明A取*$/.’* !A!- ?&# 是沿-的活

动标架"则 %& 4*9-" 其中 %&$!A!- ?&# *
88N$-?& 为自然投影- 根据预备知识中的交换图"
有%$ 9%4%&"所以

%$ 4*9%4%& 4*9%4-"
即*$/.’* !A!- ?&# 也是一个沿%4-$’*
WWN- 的活动标架-

由式!$#"式!!#"式!G#和式!(#"有

!%4-#"<.$WWN- 93
-

( 9&
.G(%..

(
% ?3

-

( 9&
&G(%.&

(
%"

-"<.$88N$-?& 93
-

( 9&
.G(%..

(
% ?3

-

( 9%
&G(%.&

(
%

9!%4-#"<.$WWN- ?&
G%
%.&

%
%"

其中.9*"+"&9*",:
根据题设 - 水平"则 -"<.$88N$-?& 9 !%4

-#"<.$WWN-:
所以"-水平当且仅当*",%% 9%: +
定理 $ &̂ 是从度量的角度来刻画曲面水平的

条件的"它与预备知识中的式!&#是从两个不同
角度说明曲面水平"它们是等价的@
DTDQ88N( 中的水平全纯曲面

接下来考虑-$’* 88N( 是一个水平极小浸
入"其中’是一个黎曼面-

设88N( 中点的齐次坐标为 &!S%&"S
&
&"S

$
&"S

!
&"S

%
$"

S&$"S
$
$"S

!
$#

\’"令/,表示88N( 中第 !,?&# 个齐次
坐标不为 % 的点集",9%"&"("("则 )/,*

(
,9% 是

88N( 的一个坐标覆盖-
由预备知识中的式!&#"我们知道 -在 ’中

%##
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任意一点水平当且仅当 -"& 9%" 其中 & 9
G"\$ <"& ?"

\
& <"$:

情形 F!-!’# ,/% 56:
在坐标卡/% 中"令- 9&!&"S&&"S

$
&"S

!
&"S

%
$"S

&
$"

S$$"S
!
$#

\’"

-"&9G!S%$"S
&
$"S

$
$"S

!
$#<

&
S&&
S$&
S!













&

?!&"S&&"S
$
&"S

!
&#<

S%$
S&$
S$$
S!















$

9

<S%$ ?S
&
&<S

&
$ ?S

$
&<S

$
$ ?S

!
&<S

!
$ GS

&
$<S

&
& GS

$
$<S

$
& G

S!$<S
!
& 9<!S

%
$ ?S

&
&S
&
$ ?S

$
&S
$
$ ?S

!
&S
!
$# G$S

&
$<S

&
& G

$S$$<S
$
& G$S

!
$<S

!
&:

情形 & &̂$S&&"S
$
&"S

!
& 均为常数

令S&& 9(&"S
$
& 9($"S

!
& 9(!"因为 <!S%$ ?(&S

&
$

?($S
$
$ ?(!S

!
$# 9%"所以S

%
$ ?(&S

&
$ ?($S

$
$ ?(!S

!
$ 9

(#!(# 为常数#-假设S&$ 98&"S
$
$ 98$"S

!
$ 98!"则

8&"8$"8$ 为’上的亚纯函数!特别地"可以为常
数# 因为-全纯- 因此"此时有

- 9&!&"(&"($"(!"(# G(&8& G($8$ G
(!8!"8&"8$"8!#

\’:
情形 & $̂$S&&"S

$
&"S

!
& 不全为常数

不失一般性"假设S!& 不为常数"否则通过一个
置换矩阵作用-可转换为此情形"因此在相差一
个置换矩阵作用的意义下"可以假设S!& 不为常数-

设 S%$ ?S
&
&S
&
$ ?S

$
&S
$
$ ?S

!
&S
$
! 98%"S

&
& 98&"S

$
& 98$"

S!& 98!"S
&
$ 98#"S

$
$ 98""则 8+为’上的亚纯函数"

+9%"("":由于 <!S%$ ?S
&
&S
&
$ ?S

$
&S
$
$ ?S

!
&S
!
$# 9

$S&$<S
&
& ?$S

$
$<S

$
& ?$S

!
$<S

!
&"因此S

!
$ 9

&
$
<8%
<8!
G8#

<8&
<8!

G8"
<8$
<8!

-所以"此时有

- 9&!&"8&"8$"8!"8% G8&8# G8$8" G

8!!
&
$
<8%
<8!

G8#
<8&
<8!

G8"
<8$
<8!

#"

8#"8""
&
$
<8%
<8!

G8#
<8&
<8!

G8"
<8$
<8!

#\’"

特别的"此时 8&"8$"8# 和 8" 可以取常数@
情形 D!-!’# ,/% 96"-!’# ,/& 56
令- 9&!%"&"S$&"S

!
&"S

%
$"S

&
$"S

$
$"S

!
$#

\’"

-"&9G!S%$"S
&
$"S

$
$"S

!
$#<

%
&
S$&
S!













&

?!%"&"S$&"S
!
&#<

S%$
S&$
S$$
S!















$

9<S&$ ?S
$
&<S

$
$ ?S

!
&<S

!
$ GS

$
$<S

$
& GS

!
$<S

!
& 9

<!S&$ ?S
$
&S
$
$ ?S

!
&S
!
$# G$S

$
$<S

$
& G$S

!
$<S

!
&:

情形 $ &̂$S$&"S
!
& 均为常数

令S$& 9(&"S
!
& 9($"因为 <!S&$ ?(&S

$
$ ?($S

!
$# 9

%"所以S&$ ?(&S
$
$ ?($S

!
$ 9(!!(! 为常数#-令S%$ 9

8&"S
$
$ 98$"S

!
$ 98!"则 8&"8$" 8$为’上的亚纯函

数!特别地" 可以为常数#- 所以" 有
- 9&!%"&"(&"($"8&"(! G(&8$ G($8!"8$"8!#

\’:

情形 $ $̂$S$&" S
!
& 不全为常数

类似于情形 & $̂" 可以假设S!& 不为常数-

设S&$ ?S
$
&S
$
$ ?S

!
&S
!
$ 98%" S

$
& 98&" S

!
& 98$" S

%
$

98!"S
$
$ 98#"则 8+为’上的 亚纯函数"+9%"

("#:由于 <!S&$ ?S
$
&S
$
$ ?S

!
&S
!
$# 9$S

$
$<S

$
& ?$S

!
$<S

!
&"

因此" S!$ 9
&
$
<8%
<8$

G8#
<8&
<8$

-所以" 此时有

- 9&!%"&"8&"8$"8!"8% G8&8# G

8$!
&
$
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<8$

G8#
<8&
<8$

#"8#"
&
$
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G8#
<8&
<8$

#\’"

特别的" 此时 8&" 8! 和 8# 可以取常数@
情形 H!-!’#, !/%7/&# 96"-!’#,

/$ 56
令- 9&!%"%"&"S!&"S

%
$"S

&
$"S

$
$"S

!
$#

\’"

-"&9G!S%$"S
&
$"S

$
$"S

!
$#<

%
%
&
S!




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9<!S$$ ?S
!
&S
!
$# G$S

!
$<S

!
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情形 ! &̂$S!& 为常数
令S!& 9(&"因为 <!S$$ ?(&S

!
$# 9%"所以S

$
$ ?

(&S
!
$ 9($!($ 为常数#-令S%$ 98&" S

&
$ 98$" S

!
$ 9

8!" 则 8&" 8$" 8!为’上的亚纯函数!特别地" 可
以取常数#- 所以" 有
- 9&!%"%"&"(&"8&"8$"($ G(&8!"8!#

\’:

情形 ! $̂$S!& 不为常数
设S$$ ?S

!
&S
!
$ 98%" S

!
& 98&" S

%
$ 98$" S

$
$ 98!"

则 8+为 ’上的 亚纯函数" + 9%"("!:由于

<!S$$ ?S
!
&S
!
$# 9$S

!
$<S

!
&" 因此" S!$ 9

&
$
<8%
<8&

-所以"

此时有

-9&!%"%"&"8&"8$"8!"8% G
&
$ 8&

<8%
<8&

" &$
<8%
<8&

#\’"

&##
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特别的" 此时 8&" 8! 和 8# 可以取常数@
情形 J! -!’# , !/% 7 /& 7 /$# 96"

-!’# ,/! 56
令- 9&!%"%"%"&"S%$"S

&
$"S

$
$"S

!
$#

\’"

-"&9G!S%$"S
&
$"S

$
$"S

!
$#<













%
%
%
&

?!%"%"%"&#<

S%$
S&$
S$$
S













!

$

9<S!$:
AA所以S!$ 9(& 为常数" 设S%$ 98&" S

&
$ 98$" S

$
$

98$" 则 8&" 8$ 和 8! 为亚纯函数!可以取常数#"
所以

- 9&!%"%"%"&"8&"8$"8!"(&#
\’:

AA情形 I!-!’# , !/% 7/& 7/$ 7/!# 9
6"-!’# ,/# 56

令 - 9 &!%"%"%"%"&"S&$"S
$
$"S

!
$#

\’" 此 时
-"&9% 恒成立-

令S&$ 98&" S
$
$ 98$" S

!
$ 98! " 因此

- 9&!%"%"%"%"&"8&"8$"8!#
\’:

AA情形 V!-!’#, !/%7/&7/$7/!7/##
96"-!’# ,/" 56
令 - 9&!%"%"%"%"%"&"S$$"S

!
$#

\’" 则 -"&
9% 恒成立-设S$$ 98&" S

!
$ 98$"因此

- 9&!%"%"%"%"%"&"8&"8$#
\’:

AA情形 K!-!’#, !/%7/&7/$7/!7/#
7/"# 96"-!’# ,/G 56

令-9&!%"%"%"%"%"%"&"S!$#
\’"则-"&9

% 恒成立- 设S!$ 98&"因此
- 9&!%"%"%"%"%"%"&"8&#

\’:
AA情形 G!-!’#, !/%7/&7/$7/!7/#
7/" 7/G# 96"-!’# ,/( 56

此时- 9&!%"%"%"%"%"%"%"&#\’ 退化" 这
与-是浸入矛盾-

综合上述 ’ 个情形" 可以得到88N( 中水平全
纯曲面在局部上的一个分类定理-

定理 DTDA假设 -$’* 88N( 为水平全纯曲
面" 则在相差一个置换矩阵作用的意义下" 局部
上-一定可以写成下列形式之一$

&# - 9 &!&"(&"($"(!"(# G(&8& G($8$ G
(!8!"8&"8$"8!#

\’%
$#- 9 &!&"8&"8$"8!"8% G8&8# G8$8" G

8!!
&
$
<8%
<8!
G8#

<8&
<8!
G8"

<8$
<8!

#"8#"8""
&
$
<8%
<8!
G8#

<8&
<8!

G8"
<8$
<8!

#\’%

!#-9&!%"&"(&"($"8&"(! G(&8$ G($8!"8$"
8!#

\’%

##- 9&!%"&"8&"8$"8!"8% G8&8# G8$!
&
$

<8%
<8$

G8#
<8&
<8$

#"8#"
&
$
<8%
<8$

G8#
<8&
<8$

#\’%

"#- 9&!%"%"&"(&"8&"8$"($ G(&8!"8!#
\’%

G#- 9&!%"%"&"8&"8$"8!"8% G
&
$ 8&

<8%
<8&

" &$
<8%
<8&

#\’%

(#- 9&!%"%"%"&"8&"8$"8!"(&#
\’%

’#- 9&!%"%"%"%"&"8&"8$"8!#
\’%

F#- 9&!%"%"%"%"%"&"8&"8$#
\’%

&%#- 9&!%"%"%"%"%"%"&"8&#
\’:

其中 8+为’上的亚纯函数" (- 为常数" 其中 +
9%"(""" - 9&"("#:
通过简单的直接计算可以验证定理 $ $̂ 中所

给出的 &% 族共形极小曲面满足定理 $ &̂ 中的条
件- 所以" 对于88N( 中水平全纯曲面的构造可以
采用定理 $ &̂ 和式!&#中两种方式" 二者是等
价的-

定理 $ $̂ 给出88N( 中水平全纯曲面的一个分
类结果"接下来将利用该定理构造 WWN! 中的共形
极小曲面-
DTHQWWN! 中的共形极小曲面

首先"介绍J4//5和M**<的一个结论&F’ -
引理 DTFQ设 ’"R"B为黎曼流形"%$R* B

为黎曼淹没"&$’*R是关于映射%的一个水平浸
入"如果&调和"则%4&$’*B也调和-

由于对于共形映射来说" 映射调和等价于映
射极小&"’ " 而 88N( 中的全纯曲面是 88N( 中的
h.49/4,子流形" h.49/4,子流形一定是极小的"
因此" 有

命题 DTFA设-$’*88N$-?&是一个水平全纯
曲面" 则%4-$’*WWN-是共形极小的" 其中%$
88N$-?& *WWN- 为扭映射-

由命题 $ &̂ 可知" 定理 $ $̂ 中给出的88N( 中
的 &% 族水平全纯曲面在扭映射下的像就是 WWN!

中的共形极小曲面-
例 FQ设 8+为黎曼面’上的亚纯函数" (-为

常数"+9%"(""" - 9&"("#"那么有WWN!中的

$##
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&% 族共形极小曲面如下$
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在上述例子中" 可以选取不同形式的亚纯函
数及常数" 因此上面的 &% 个例子非常丰富- 而
WWN! 中极小曲面的分类依旧是一个很具有挑战性
的研究课题" 需要解决的问题还很多-
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