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摘B要B对于域 =上多元多项式环 =&F&!’!F-( 中不可约单项式理想 C) G);和 E! 证明
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=U@Q(*-,[*-,# Q9UR*A1,
!3$%%*8*$&’()#*+(),".(-5 C-&$1+(),$- !",*-"*# !#((-F,H$1+(%/-,0*1.,)2#I,,(- E&%%#$# 3#,-("

?J*/$%-/BW35C# G#;#-,; E A31++3;*:1A.3<),)<1-.1;3-.41, -C).6,)<1-.+1,H)23+-/13.;=?g,
5814C-C3+# X3C+)23+3H!CG;E"&+3H!C" h+3H!G" h+3H!;" h+3H!E"?
5,=K#$)*B7-453.,*)2)Jk*</)+; +3H*.-+156% :)<C.3531,53+43:51),% C+);*:5)/1;3-.4

BB设 !是域=上的多元多项式环#+是 ! 的极
大分次理想- 对于有限生成分次 ! f模’# 当J,+
!’"-% 时# 令 (,!’" d<-\*"‘&J

,
+!’"’"-

%+% 当J,+!’" d% 时# 令 (,!’" dfo@’的
7-453.,*)2)Jk*</)+;正则度定义为

+3H!’" ?<-\
,#%

*(,!’" D,+@

+3H!’"是一类重要的衡量 ’的复杂程度的不变
量&&’ # 得到它的上界是引人关注的问题- 对 ! 的
一个齐次理想C# C’的极小齐次生成元的最大次
数不超过C和 ’的相应极小齐次生成元的最大
次数之和# 所以研究 +3H!C’"&+3H!C" h+3H!’"

是否成立是一个自然的问题- 当 ;1<!!<C" & &
时#7),:-和P3+K)H&$’证明+3H!C’"&+3H!C" h+3H
!’"?=5*+</3.4&!’给出一个单项式理想C# 满足+3H
!C$" e$+3H!C"- 进一步限制理想 C的范围#
7),:-和 P3+K)H&$’提出这样一个问题$ 当 C&#.#
C5 都是完全交单项式理想时#

+3H!C&#.#C5" &+3H!C&" D. D+3H!C5" !&"
是否对任意的 5#& 都成立/ 当 5 d$ 时# 78-+;1,
等&F’证明了这一问题的正确性% 当 5#! 时# 这
一问题至今没有得到解决- 当 5 d! 且 C&#C$ 和 C!
都是由单个不定元的方幂生成的完全交理想时#
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Q-)&"’证明了结论的正确性- 当 C是一个完全交
且 -#& 时#S-,H和 Q),H&#’最近证明 +3H!C-"&
-+3H!C"- 在本文中#对 F 个不可约单项式理想
!由不定元的方幂生成的完全交理想"C# G# ;和
E# 证明

+3H!CG;E" &+3H!C" D+3H!G" D
+3H!;" D+3H!E"@

CN本研究的主要工具

本研究工作所用的主要工具&"’如下-
引理 CPCB设 %(H(’(K( %是一个有

限生成的分次 !f模的一个短正合列# 则
!1"+3H!’" &<-\*+3H!H"#+3H!K"+@
!11"+3H!K" &<-\*+3H!’"#+3H!H" A&+@
!111"+3H!H" &<-\*+3H!’"#+3H!K" D&+@
!12"+3H!K" ? +3H!’"# 如果 +3H!H" L

+3H!’"@
!2"+3H!K" ?+3H!H" A&#如果 +3H!’" L

+3H!H"@
引理 CP!B设F是一个线性形式#C是 ! 的一

个齐次理想# 则对所有的 -#&#
+3H!C" &<-\*+3H!C#F-"#+3H!C$F-" D-+@

BB引理 CPEB设 M是一个次数为 5 的齐次多项
式#C是齐次理想且 M是 !<Cf正则的#那么

+3H!C#M" ?+3H!C" D5 A&@
BB下面的引理 &YF 和引理 &Y" 分别对应 Q-)&"’

中的引理 !Y& 和定理 !Y$#为便于引用#将其
列出-

引理 CPQB设 C# G# ;是域 =上多元多项式
环 !中的 ! 个不可约单项式理想# 则

+3H!!CG#C;#G;"" &+3H!C" D
+3H!G" D+3H!;" A&@

BB引理 CPFB设 C# G# ;是域 =上多元多项式
环 !中的 ! 个不可约单项式理想# 则

+3H!CG;" &+3H!C" D+3H!G" D+3H!;"@

!N主要结果
! 的一个理想 C称为一个完全交!:)<C.353

1,53+43:51),"单项式理想# 如果C可以由一些单项
式生成#并且这些单项式之间没有公共的不定元-
我们研究一类特殊的完全交单项式理想!不可约
单项式理想"# 即这些理想可以由单个不定元的

方幂生成#例如C?!F$&#F
$
$#F

#
""-

引理 !PCB设 C# G# ;# E 是域 =上多元多项
式环 !中的 F 个不可约单项式理想# 则

+3H!!CG#C;#CE#G;#GE#;E""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A$@

BB证明B对%& D%$ D%! D%F 用归纳法# 这里%&#
%$#%!#%F 分别是C# G# ;和 E的最小的单项式生成
元的基数-

如果%& ?%$ ?%! ?%F ?&#设C?!F%"#G?

!2+"#;?!N-"#E ?!O."#%#+# -#.且F# 2#
N# O两两不相等# 则 !CG#C;#CE#G;#GE#;E" ?
!F%2+#F%N-#F%O.#2+N-#2+O.#N-O."@

根据引理 &Y$# 引理 &Y! 及Q-)&"’的引理 !Y&
和P3+K)H&E’的推论 !Y$#有

+3H!!CG#C;#CE#G;#GE#;E""
&<-\*+3H!!F%2+#F%N-#2+N-#O.""#+3H!!F%#2+#
N-"" D.+@
+3H!!F%2+#F%N-#2+N-#O.""

&+3H!F%" D+3H!2+" D+3H!N-" D.A$
?+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A$@

+3H!!F%#2+#N-"" D.
&+3H!F%" D+3H!2+" D+3H!N-" D.A$
?+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A$@
当Fd2# Fd2dN# Fd2dNdO时可以用相

同的方法证明有相同的结论# 因此在这种情况下
结论成立-

如果 C?!C&#F
+" 并且 F是 !<C&#!<G#!<;#

!<E的非零因子# 也就是F的任何方幂都不在C&#
G#;#E的最小单项式生成元中- 则

!CG#C;#CE#G;#GE#;E"
?!C&#F

+"GD!C&#F
+";D!C&#F

+"E DG;DGE D;E

?C&GDC&;DC&E DG;DGE D;E DF
+GDF+;DF+E@

BB根据引理 &Y$#有
+3H!!CG#C;#CE#G;#GE#;E""
&<-\*+3H!!CG#C;#CE#G;#GE#;E#F+""#
+3H!!CG#C;#CE#G;#GE#;E"$F+" D++

?<-\*+3H!!C&G#C&;#C&E#G;#GE#;E#F
+""#

+3H!!G#;#E"" D++@
注意到F是 !<!C&G#C&;#C&E#G;#GE#;E" f正

则的# 根据引理 &Y! 和归纳假设#有
+3H!!C&G#C&;#C&E#G;#GE#;E#F

+""
?+3H!!C&G#C&;#C&E#G;#GE#;E"" D+A&

"$E



中国科学院大学学报 第 !" 卷

&+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" D+A!
?+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A$@
上式成立是因为+3H!C" ?+3H!C&" D+A&@根据
P3+K)H&E’的推论 !Y$# 有

+3H!!G#;#E"" D+&+3H!G" D
+3H!;" D+3H!E" D+A$@

因此在这种情况下结论成立-
如果C?!C&#F

+"#G?!G&#F
-"#+# -#&且

F是 !<;#!<E A正则的-则
!CG#C;#CE#G;#GE#;E" ?!C&#F

+"!G&#F
-" D

!C&#F
+";D!C&#F

+"E D!G&#F
-";D!G&#F

-"E D;E
?C&G& DC&;DC&E DG&;DG&E D;E DF

-C& D
F+G& DF

-;DF-E DF+D-@
根据引理 &Y$#有

+3H!!CG#C;#CE#G;#GE#;E""
&<-\*+3H!!C&G&#C&;#C&E#G&;#G&E#;E#F

-C&#
F-;#F-E#F+""#+3H!!C&#G&#;#E#F

-"" D++

&<-\*+3H!!C&G&#C&;#C&E#G&;#G&E#;E#F
-""#

+3H!!C&#;#E#F
+f-""h-#+3H!!C&#G&#;#E#F

-""h++@

根据归纳假设和P3+K)H&E’的推论 !Y$#有
+3H!!C&G&#C&;#C&E#G&;#G&E#;E#F

-""
&+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A$@
+3H!!C&#;#E#F

+A-"" D-
&+3H!C" D+3H!;" D+3H!E" A$@
+3H!!C&#G&#;#E#F

-"" D+
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A$@
上面式子的成立是因为+3H!C" ?+3H!C&" D+A&
和+3H!G" ?+3H!G&" D- A&@
因此在这种情况下结论是成立的-

如果 C? !C&#F
+"#G? !G&#F

-"#;? !;&#
F."#并且+# -#.# &@则有
!CG#C;#CE#G;#GE#;E"
? !C&G&#C&;&#C&E#G&;&#G&E#;&E#F

.C&#F
.G&#F

-;&#
F.E#F-D."@
根据引理 &Y$#有

+3H!!CG#C;#CE#G;#GE#;E""
&<-\*+3H!!C&G&#C&;&#C&E#G&;&#G&E#;&E#F

.C&#
F.G&#F

.E#F-""#+3H!!C&#G&#;&#E#F
."" D-+

&<-\*+3H!!C&G&#C&;&#C&E#G&;&#G&E#;&E#F
.""#

+3H!!C&#G&#E#F
-f.""h.#+3H!!C&#G&#;&#E#F

.""h-+@

根据归纳假设和引理 &Y! 以及P3+K)H&E’的推
论 !Y$#有

+3H!!C&G&#C&;&#C&E#G&;&#G&E#;&E#F
.""

&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;&" D+3H!E" D.A!
?+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;" D+3H!E" A$@
+3H!!C&#G&#E#F

-A."" D.
&+3H!C&" D+3H!G" D+3H!E" A$@
+3H!!C&#G&#;&#E#F

."" D-
&+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A$@
因此在这种情况下结论是成立的-

如果 C? !C&#F
+"#G? !G&#F

-"#;? !;&#
F."#E ?!E&#F

N" 且+# -#.#N# &@则有
!CG#C;#CE#G;#GE#;E" ?!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#
G&E&#;&E&#F

NC&#F
NG&#F

N;&#F
.E&#F

.DN"@
根据引理 &Y$#有

+3H!!CG#C;#CE#G;#GE#;E""
&<-\*+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F

NC&#
FNG&#F

N;&#F
.""#+3H!!C&#G&#;&#E&#F

N"" D.+

&<-\*+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
N""#

+3H!!C&#G&#;&#F
.fN""hN#+3H!!C&#G&#;&#E&#F

N""h.+@
BB根据归纳假设和引理 &Y! 以及P3+K)H&E’的推
论 !Y$#有
+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F

N""
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;&" D+3H!E&" DNA!
?+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;&" D+3H!E" A$@
+3H!!C&#G&#;&#F

.AN"" DN
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;" A$@
+3H!!C&#G&#;&#E&#F

N"" D.
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;" D+3H!E" A$@
因此在这种情况下结论是成立的-

综上#证明了当 C# G# ;# E 是 ! 中的 F 个不
可约单项式理想时# 结论是成立的-

推论 !PCB设 C# G# ;# E 是域 =上多元多项
式环 !中的 F 个不可约单项式理想# 利用证明引
理 $Y& 的方法# 可以证明
+3H!!CG#C;#CE#G;#GE""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A$@
+3H!!CG#C;#CE#G;""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A&@
+3H!!CG;#CGE#C;E#G;E""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A&@
+3H!!CG#C;E#G;E""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A&@
+3H!!CG#C;#G;E""

#$E



第 # 期 宋娟娟#高玉彬$不可约单项式理想乘积的7-453.,*)2)Jk*</)+;正则度

&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A&@
+3H!!CG#C;#CE#G;E""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A&@
+3H!!CGE#C;E#G;E""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A&@
+3H!!CE#G;E""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A&@
+3H!!CG;#CGE#C;E""
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" A&@
注意$ 类似!CG#C;#CE#G;#GE"的其他几种情况#
即形如 !C;#CE#G;#GE#;E"# 也满足上面的不
等式-

定理 !PCB设 C# G# ;# E 是域 =上多元多项
式环 !中的 F 个不可约单项式理想# 则
+3H!CG;E" &+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
BB证明B关于%& D%$ D%! D%F 用归纳法# 这里
%&#%$#%!#%F分别是C#G#;# E的最小的单项式生成
元的基数- 如果%& d%$ d%! d%F d&#则定理的
证明是显然的- 因为
+3H!CG;E" ?+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
BB如果 !的一个变量F只出现在 C的最小的单
项式生成元中# 而没有出现在G# ;和 E的最小的
单项式生成元中- 设C?!C&#F

+"#+#&并且F是
!<C& A正则的- 则CG;E ?C&G;E DF

+G;E并且F+

是 !<C&G;E f正则的- 根据引理 &Y$ 和引理 &Y!-

+3H!CG;E" &<-\*+3H!!C&G;E#F
+""#

+3H!!C&G;E#F
+G;E"$F+" D++

?<-\*+3H!C&G;E" D+A&#+3H!G;E" D++@
根据归纳假设#有
+3H!C&G;E" D+A&
&+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" D+A&
?+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
根据Q-)&"’的定理 !Y$# 有
+3H!G;E" D+&+3H!G" D+3H!;" D+3H!E" D+
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
因此定理的结论在这种情况下是成立的-

如果 !的一个变量F出现在C和G的最小的
单项式生成元中# 而没有出现在;和 E的最小的
单项式生成元中- 设 Cd!C&#F

+"#Gd!G&#F
-"且

+#-- 则 CG;E dC&G&;E hF
-C&;E hF

+G&;E h

F+h-;E-
根据引理 &Y$

+3H!CG;E"
&<-\*+3H!!CG;E#F+""#+3H!!CG;E$F+"" D++
?<-\*+3H!!C&G&;E#F

-C&;E#F
+""#

+3H!!C&;E#G&;E#F
-;E"" D++@

则上面最后一行的两个式子可以分写成
+3H!!C&G&;E#F

-C&;E#F
+""

&<-\*+3H!!C&G&;E#F
-""#+3H!!C&;E#F

+A-"" D-+@
+3H!!C&;E#G&;E#F

-;E"" D+

& <-\*+3H!!C&;E#G&;E#F
-"" D+#+3H!;E" D

+D-+@
根据归纳假设# Q-)&"’的定理 !Y$ 和 F的确没有
出现在C&#G&#;#E的最小的单项式生成元中- 有
+3H!!C&G&;E#F

-""
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;" D+3H!E" D- A&
?+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
+3H!!C&;E#F

+A-"" D-
?+3H!C&;E" D+A&
&+3H!C&" D+3H!;" D+3H!E" D+A&
?+3H!C" D+3H!;" D+3H!E"@
+3H!;E" D+D-&+3H!;" D+3H!E" D+D-@
注意到C& DG& 也是一个不可约单项式理想# 根据
P3+K)H&E’的推论 !Y$ 和Q-)&"’的定理 !Y$#有
+3H!!C&;E#G&;E#F

-"" D+
?+3H!!C&#G&";E" D+D- A&
&+3H!C&#G&" D+3H!;" D+3H!E" D+D- A&
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;" D+3H!E" D+D
- A$

?+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
因此定理的结论在这种情况下是成立的-

如果 !的一个变量F出现在C# G# ;的最小的
单项式生成元中# 而没有出现在 E 的最小的单项
式生成元中- 设 C?!C&#F

+"#G?!G&#F
-"#;?

!;&#F
." 且+# -#.# &-则CG;E ?!C&G&;&E#

F.C&G&E#F
-C&;&E#F

+G&;&E#F
-D.C&E#F

+D.G&E#
F+D-;&E#F

+D-D.E"-
首先假设+& - D.#根据引理 &Y$

+3H!CG;E"
&<-\*+3H!!CG;E#F-h.""#+3H!!CG;E$F-h."" h-h.+
d<-\*+3H!!C&G&;&E#F

.C&G&E#F
-C&;&E#F

+G&;&E#F
-h.""#

!$"
+3H!!C&E#G&;&E#F

+f-G&E#F
+f.;&E#F

+E"" h-h.+@

!!"

E$E
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对式!$"# 有
+3H!!C&G&;&E#F

.C&G&E#F
-C&;&E#F

+G&;&E#F
-D.""

&<-\*+3H!!C&G&;&E#F
.C&G&E#F

-C&;&E#F
+""#

+3H!!C&G&E#C&;&E#G&;&E#F
-D.A+"" D++

&<-\*+3H!!C&G&;&E#F
.C&G&E#F

-""#

+3H!!C&G&E#C&;&E#F
+A-"" D-#

+3H!!C&G&E#C&;&E#G&;&E#F
-D.A+"" D++

&<-\*+3H!!C&G&;&E#F
.""#+3H!!C&G&E#F

-A."" D.#

+3H!!C&G&E#C&;&E#F
+A-"" D-#

+3H!!C&G&E#C&;&E#G&;&E#F
-D.A+"" D++@

类似于前面几种情况# 可以证明
+3H!!C&G&;&E#F

.""#+3H!!C&G&E#F
-A."" D .#

+3H!!C&G&E#C&;&E#F
+A-"" D - 的值不会超过

+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
根据推论 $Y&#有

+3H!!C&G&E#C&;&E#G&;&E#F
-D.A+"" D+

?+3H!!C&G&E#C&;&E#G&;&E"" D- D.A&
&+3H!C&"D+3H!G&"D+3H!;&"D+3H!E" D- D.A$
?+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
对式!!"# 有
+3H!!C&E#G&;&E#F

+A-G&E#F
+A.;&E#F

+E"" D- D.

&<-\*+3H!!C&E#G&;&E#F
+A-"" D- D.#

B +3H!!C&E#G&E#F
-A.;&E#F

-E"" D+D.+

&<-\*+3H!!C&E#G&;&E#F
+A-"" D- D.#

B +3H!!C&E#G&E#F
-A."" D+D.#

B +3H!!C&E#G&E#;&E#F
.E"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&E#G&;&E#F
+A-"" D- D.#

B +3H!!C&E#G&E#F
-A."" D+D.#+3H!E" D+D- D.#

B +3H!!C&E#G&E#;&E#F
."" D+D-+@

类似于前面几种情况# 易证
+3H!E" D+D- D.#+3H!!C&E#G&E#F

-A."" D+D.的
值不会超过+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@

根据P3+K)H&E’的推论 !Y$# 有
+3H!!C&E#G&E#;&E#F

."" D+D-
?+3H!!C&#G&#;&"E" D+D- D.A&
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;&" D+3H!E" D+D- D.A!
?+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
根据推论 $Y&#有

+3H!!C&E#G&;&E#F
+A-"" D- D.

?+3H!!C&E#G&;&E"" D+D.A&

&+3H!C&"D+3H!G&"D+3H!;&"D+3H!E" D+D.A$
?+3H!C" D+3H!G&" D+3H!;" D+3H!E"@
所以当+&- D.时#有+3H!CG;E"&+3H!C" D

+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"-当+P- D.时# 同理
可证+3H!CG;E" & +3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D
+3H!E" 成立- 因此定理的结论在这种情况下是成
立的-

如果 !的一个变量F出现在C# G# ;# E 的最
小的单项式生成元中# 设 C?!C&#F

+"#G?!G&#
F-"#;?!;&#F

."#E ?!E&#F
N" 且+# -#.#N

# & 则
CG;E ?!C&G&;&E&#F

NC&G&;&#F
.C&G&E&#F

-C&;&E&#
F+G&;&E&#F

.DNC&G&#F
-DNC&;&#F

-D.C&E&#
F+DNG&;&#F

+D.G&E&#F
+D-;&E&#F

-D.DNC&#
F+D.DNG&#F

+D-DN;&#F
+D-D.E&#F

+D-D.DN"@
首先假设+&.DN#根据引理 &Y$

+3H!CG;E" &<-\*+3H!!CG;E#F-D.DN""#
+3H!!CG;E$F-D.DN"" D- D.DN+

?<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-C&;&E&#

F+G&;&E&#F
.DNC&G&#F

-DNC&;&#F
-D.C&E&#F

+DNG&;&#
F+D.G&E&#F

+D-;&E&#F
-D.DN""# !F"

+3H!!C&#G&;&#G&E&#;&E&#F
+A-G&#F

+A.;&#F
+ANE&#

F+"" D- D.DN+@ !""
对式!F"假设 - D.&+DN#有
+3H!!C&G&;&E&#F

NC&G&;&#F
.C&G&E&#F

-C&;&E&#F
+G&;&E&#

F.DNC&G&#F
-DNC&;&#F

-D.C&E&#F
+DNG&;&#F

+D.G&E&#F
+D-;&E&#F

-D.DN""

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-C&;&E&#F

+G&;&E&#

F.DNC&G&#F
-DNC&;&#F

-D.C&E&#F
+DNG&;&#F

+D.G&E&#F
+D-""#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-C&;&E&#F

+G&;&E&#

F.DNC&G&#F
-DNC&;&#F

-D.C&E&#F
+DNG&;&#F

+D.""#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-C&;&E&#F

+G&;&E&#

F.DNC&G&#F
-DNC&;&#F

-D.C&E&#F
+DN""#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F
.AN"" D+DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-C&;&E&#F

+G&;&E&#

F.DNC&G&#F
-DNC&;&#F

-D.""#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&E&#F
!+DN"A!-D." "" D- D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F
.AN"" D+DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

’$E
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+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-C&;&E&#F

+G&;&E&#

F.DNC&G&#F
-DN""#+3H!!C&G&#C&;&#G&;&E&#F

.AN"" D- DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&E&#F
!+DN"A!-D." "" D- D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F
.AN"" D+DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-C&;&E&#

F+G&;&E&#F
.DN""#+3H!!C&G&#C&;&E&#G&;&E&#F

-A."" D.DN#

+3H!!C&G&#C&;&#G&;&E&#F
.AN"" D- DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&E&#F
!+DN"A!-D." "" D- D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F
.AN"" D+DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-C&;&E&#F

+""#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#G&;&E&#F
.DNA+"" D+#

+3H!!C&G&#C&;&E&#G&;&E&#F
-A."" D.DN#

+3H!!C&G&#C&;&#G&;&E&#F
.AN"" D- DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&E&#F
!+DN"A!-D." "" D- D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F
.AN"" D+DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.C&G&E&#F
-""#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#F
+A-"" D-#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#G&;&E&#F
.DNA+"" D+#

+3H!!C&G&#C&;&E&#G&;&E&#F
-A."" D.DN#

+3H!!C&G&#C&;&#G&;&E&#F
.AN"" D- DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&E&#F
!+DN"A!-D." "" D- D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F
.AN"" D+DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
NC&G&;&#F

.""#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#F
-A."" D.#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#F
+A-"" D-#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#G&;&E&#F
.DNA+"" D+#

+3H!!C&G&#C&;&E&#G&;&E&#F
-A."" D.DN#

+3H!!C&G&#C&;&#G&;&E&#F
.AN"" D- DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&E&#F
!+DN"A!-D." "" D- D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F
.AN"" D+DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+

&<-\*+3H!!C&G&;&E&#F
N""#+3H!!C&G&;&#F

.AN"" DN#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#F
-A."" D.#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#F
+A-"" D-#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#G&;&E&#F
.DNA+"" D+#

+3H!!C&G&#C&;&E&#G&;&E&#F
-A."" D.DN#

+3H!!C&G&#C&;&#G&;&E&#F
.AN"" D- DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&E&#F
!+DN"A!-D." "" D- D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F
.AN"" D+DN#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F
-A."" D+D.#

+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F
.DNA+"" D+D-+@

根据归纳假设和Q-)&"’的引理 !Y& 和定理 !Y$ 易
证 +3H!!C&G&;&E&#F

N""#+3H!!C&G&;&#F
.AN"" DN#

+3H!!C&G&;&#C&G&E&#F
-A."" D.的值不会超过

+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
根据引理 $Y&# 有
+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#;&E&#F

.DNA+"" D+D-
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;&" D+3H!E&" D- D.DNA!
d+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"@
根据推论 $Y&# 有
+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#G&;&E&#F

.DNA+"" D+
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;" D+3H!E"@
+3H!!C&G&#C&;&E&#G&;&E&#F

-A."" D.DN
&+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;&" D+3H!E"@
+3H!!C&G&#C&;&#G&;&E&#F

.AN"" D- DN
&+3H!C&" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E&"@
+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&E&#F

!+DN"A!-D.""" D- D.
&+3H!C" D+3H!G&" D+3H!;&" D+3H!E"@
+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#F

.AN"" D+DN
&+3H!C" D+3H!G&" D+3H!;" D+3H!E&"@
+3H!!C&G&#C&;&#C&E&#G&;&#G&E&#F

-A."" D+D.
&+3H!C" D+3H!G" D+3H!;&" D+3H!E&" A&@
+3H!!C&G&;&#C&G&E&#C&;&E&#F

+A-"" D-
&+3H!C" D+3H!G&" D+3H!;&" D+3H!E&" A&@
对式!""根据引理 &Y$# 有
+3H!!C&#G&;&#G&E&#;&E&#F

+A-G&#F
+A.;&#F

+ANE&#F
+"" D

- D.DN
&<-\*+3H!!C&#G&;&#G&E&#;&E&#F

+A-G&#F
+A.;&#F

+AN"" D
- D.DN#+3H!!C&#G&#;&#E&#F

N"" D+D- D.+

&<-\*+3H!!C&#G&;&#G&E&#;&E&#F
+A-G&#F

+A."" D
- D.DN#
+3H!!C&#G&#;&#F

.AN"" D+D- DN#
+3H!!C&#G&#;&#E&#F

N"" D+D- D.+

&<-\*+3H!!C&#G&;&#G&E&#;&E&#F
+A-"" D- D.DN#

+3H!!C&#G&#;&E&#F
-A."" D+D.DN#

+3H!!C&#G&#;&#F
.AN"" D+D- DN#

N$E
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+3H!!C&#G&#;&#E&#F
N"" D+D- D.+@

根据P3+K)H&E’的推论 !Y$#易证
+3H!!C&#G&#;&E&#F

-A."" D+D.DN#
+3H!!C&#G&#;&#F

.AN"" D+D- DN#
+3H!!C&#G&#;&#E&#F

N"" D+D- D.的值不会超过
+3H!C" D+3H!G" D+3H!;" D+3H!E"-根据Q-)&"’

的引理 !Y&# 有
+3H!!C&#G&;&#G&E&#;&E&#F

+A-"" D- D.DN
&+3H!C&" D+3H!!G&;&#G&E&#;&E&"" D+D.DNA$
&+3H!C&" D+3H!G&" D+3H!;&" D+3H!E&" D+D.DNA!
?+3H!C" D+3H!G&" D+3H!;" D+3H!E"@
因此当 - D.&+DN时结论得证# 当 - D.P

+DN时可以用相同的方法证明有相同的结论%
因此当+&.DN时定理成立# 当+P.DN时用
相同的方法和完全类似的推导过程可以证明有相
同的结论-

综上所述#定理被证明-
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