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摘B要B最大最小距离设计是计算机试验中常用的一种空间填充设计$ 讨论序贯最大最小距
离设计的空间填充性质!证明在样本量趋于无穷时!这种序贯设计中的点在试验区域内达到
稠密?
关键词B序贯设计%空间填充设计%计算机试验
中图分类号!U$&$Y#BB文献标志码!9BB)#’*&%YE"$!Z[?144,?$%N"J#&!FY$%&’Y%#Y%%!

?*+%-,I"’..’(0 +$#+,$/= #"*,Y1,(/’%.@%Z’@’()’*/%(-,),*’0(*

SI@QR16-,H&# a0R*,$# pgU@Q=81/3,H$# R9@Q(1-,L*1&

!& !"#$$%$&!",*-"*# 6*,7,-8 /-,0*1.,)2$&K$.).(-5 Q*%*"$++M-,"(),$-.# 6*,7,-8 &%%’E## 3#,-(%

$ 4"(5*+2$&’()#+*),".(-5 !2.)*+.!",*-"*# 3#,-*.*4"(5*+2$&!",*-"*6*,7-8 &%%&N%# 3#,-("

?J*/$%-/Bk-\1<1, ;145-,:3;341H,4# -4-:.-44)/4C-:3J/1..1,H;341H,4# -+3:)<<),.6*43; 1,
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BB随着计算技术的发展#计算机仿真试验在科
学与工程中的应用越来越广&&J!’ - 由于仿真试验
通常比较耗时#因此计算机试验和传统物理试验
一样#需要有效地挑选少量试验点来进行仿
真&FJ#’ - 计算机试验的设计一般采用空间填充设
计&EJ&&’ #其核心思想是设计点应在试验区域内分
布得尽量均匀- 常用的一类空间填充设计是最大
最小距离设计&&%J&’’ - 其定义如下$点R?*F&#.#

F-+ 称为空间&%#&’ 5#5 / SD中的最大最小距离
设计如果它是优化问题 <-\

F&#.#F-
<1,

&&,L7&-
0F,AF70#

4?5?F&#.#F- / &%#&’5#5/SD的解#其中000代
表欧式距离&$’ - 最大最小距离设计也可以做成序
贯类型&&N’ #即按照最小距离准则一个个地增加试
验点#这样就可以用较少的试验点得出结论#也可
避免盲目加大样本数而造成浪费- 文献&#’给出
了其具体的定义- 如今#已有不少文献讨论过最
大最小距离设计的性质和构造#如文献&&%J&’’#
但目前还没有文章对序贯最大最小距离设计的性
质进行讨论- 本文将讨论序贯最大最小距离设计
的空间填充性质- 证明序贯最大最小距离设计满
足最基本的空间填充性#即随着样本量的增大#该
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设计在试验区域内具有稠密性#可以任意逼近试
验区域内的任意一个点-

CN构造序贯最大最小距离设计

在 &%#&’ 5#5/SD中#按如下规则取点$使新
取的点到所有已取点的最小距离最大化- 引入下
列记号表示$

记前 - 步取的点分别为 .&#.$#.#.-#!- ?
*.&#.$#.#.-+ 为前 -步取点的点集#

&"记任意两点 F#2/ &%#&’ 5 间的距离为
5!F#2" ?0FA20$-

$"记任意一点F/ &%#&’ 5 到已选点集合 !-
BBB

的距离 5!F#!-" ?<1,.,/!-
*5!F#.,"+-

!"下一步要寻找的点 .-D& ?-+H<-\
F/&%#&’ 5

*5!F#

!-"+#记T- ? <-\
F/&%#&’ 5

*5!F#!-"+-

按上述规则#在 &%#&’ $ 中#依次规定取点个数
画图-

图 & 中#当在&%#&’ $ 中第 & 次取点时#因为
此时&%#&’ $ 中不存在点#规定取的第 & 个点在正
方形的中心- 接下来就可以按照序贯最大最小距
离设计在空间中依次取点- 第 $ 次取点时#有 F
个点同时满足规则#它们在正方形的 F 个顶点处-
可以看出#按序贯最大最小距离设计取点#可以将
&%#&’ $ 逐步填充-

图 CN$B%C& ! 中不存在点时按序贯最大最小距离设计取点
X’09CN6%&’(0 +#’(/*J= *,Y1,(/’%.@%Z’@’()’*/%(-,),*’0(*K3,(/3,$,’*(# +#’(/’($B%C& !

BB图 $ 中#一开始&%#&’ $ 中已经取了 ! 个点#
这 ! 个点用三角形表示#再按序贯最大最小距离
设计取点#取得的点用圆形表示- 可以看出#这种
情况下序贯最大最小距离设计也可以对&%#&’ $

进行逐步填充-

!N主要结果及证明
从第 & 节可以看出#随着样本量的增加# 序

贯最大最小距离设计可以对 $ 维试验区域进行
逐步填充- 下面对任意的维数严格证明这一

性质-
定理 !PCB在 &%#&’ 5#5/SD中#按序贯最大

最小距离设计取点#设所取得的点依次为 .&#.$#
.#.-#则对任意&P%#任意 F/ &%#&’ 5#都存在
一个HP%#当 - PH时#有 5!F#!-" L&-

证明B反证方向为$存在 &P%#存在一个
F% / &%#&’ 5#对任意的H& P%#都存在一个H$ P
H&#有 5!F%#!H$" #&-
BB继续使用第 & 节中的符号- 根据取点方式$
.-D& ?-+H<-\

F/&%#&’5
*5!F#!-"+#记T- ?<-\

F/&%#&’5
*5!F#!-"+#

$!E
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图 !N$B%C& ! 中存在 E 个点时按序贯最大最小距离设计取点
X’09!N6%&’(0 +#’(/*J= *,Y1,(/’%.@%Z’@’()’*/%(-,),*’0(*K3,(/3,$,%$,E +#’(/*’($B%C& !

则有
T-D& ? <-\

F/&%#&’ 5
*5!F#!-D&"+

? <-\
F/&%#&’ 5

* <1,
.,/!-D&

5!F#!-D&"+

? <-\
F/&%#&’ 5

*<1,
.,/!-

*<1,5!F#!-"#5!F#.-D&"++

& <-\
F/&%#&’ 5

*5!F#!-"+ ?T-@

故集合 *T-+ - ?&#$#. 是一个单调递减的集合#
且由定义有 T,# %#故集合有下确界#记 ( ?
1,/

- ?&#$#.
*T-+ 为其下确界#易得 (# %-

由反证法假设#存在 &P%#存在一个 F% /
&%#&’ 5#对任意的H& P%#都存在一个H$ PH&#有
5!F%#!H$" #&#则TH$ ? <-\

F/&%#&’ 5
*5!F#!H$"+ #&-

即存在&P%#对任意的H& P%#都存在一个
H$ PH&#使得TH$ #&P%#且*T-+ - ?&#$#. 单调递
减#故可以得 (#&P%-

下面证明对于任意已取得的点.,#.7/ !H$#均
有 5!.,#.7" # ( P%#证明如下$

已 知 .-D& ? -+H<-\
F/&%#&’ 5

*5!F#!-"+#T- ?

<-\
F/&%#&’ 5

*5!F#!-"+ ?5!.-D&#!-" # (#则对任意

,# $#均有 5!.,D&#!," # (-

对于反证条件中任意的H& P%#取H$ ?H& D

1!& D5
&<$"5!!5<$ D&"
$5<$ !(<$"5

2 D& PH&# 则若存在

.,#.7/ !H$ 使得 5!.,#.7" L(#不妨设,P7#则.7/
!,A&#则有 5!.,#!,A&" ?<1,F/!,A&

*5!.,#F"+& 5!.,#.7"

L(- 与 5!.,#!,A&" # (矛盾#所以我们证明出对

于任意已取得的点.,#.7/ !H$#均有 5!.,#.7" # (

P%#所以对 !H$ 中所有的点以
(
$ 为半径做球#球

两两不相交- 这 H$ 个球的体积和为 H$ 0$
5<$

!(<$" 5 <!!5<$ D&" P!& D5&<$" 5-

但由于在空间 &%#&’ 5 中#任意两点间的最大

距离不超过 5&<$#故每个球的半径应满足
(
$ &

5&<$
$ #

且球心均在 &%#&’ 5 中#所以所有的球一定被完全

包含在 A5
&<$

$ #& D5
&<$[ ]$

5

中#且这 H$ 个球不相

交#故H$ 个球的体积和一定满足

Uc1* L!& D5&<$" 5#

!!E
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这与H$0$
5<$ !(<$" 5 <!!5<$ D&" P!& D5&<$" 5

矛盾-
故原假设不成立#即我们证明了$对任意&P

%#任意F/ &%#&’ 5#都存在一个HP%#当 - PH
时#均有 5!F#!-" L&-即按序贯最大最小距离设
计多次取点#可以填充空间&%#&’ 5-

注 CB上面证明的是 &%#&’ 5 中一开始没有
取任何点时#按照序贯最大最小距离设计取点#可
将&%#&’ 5填充- 这个时候第 &个点放在空间的中
心#第 $ 个点就应该取在空间&%#&’ 5 的一个顶
点处-

若 &%#&’ 5中一开始存在=个点)&#)$#.#)=#
再在空间中按序贯最大最小距离设计取点时#
依然可以证明定理成立- 第 & 次取点时#需要使
新点到这 =个点的最小距离最大#第 $ 次取点
时#需要使新点到这 =D& 个点的最小距离最大
.. 因此在证明时#应使点集 !,#,?&#$#. 中
都包含这=个点-取"?<1,*0),A)70#,#7?&#
$#!#.#=#,- 7+#V?<1,*(#"+#在证明一开始
将&取得足够小使得 "P&#就可保证 VP&#再

以 V$ 为半径以 !H$ 中的所有点为球心做球#且将

H$ 表达式中的 (全部替换为V#也可得定理结论
成立-

注 !B上述定理证明的是序贯最大最小距离
设计对 &%#&’ 5 的填充性#同样地#对任一 5 维紧
集#在空间中一开始已经取了点和没取点两种情
况下#仍能证明按序贯最大最小距离设计取点可
将空间填充-
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