
第 !"卷第 #期
$%&’年 (月

中国科学院大学学报
)*+,-./*01-234,5267*0892-454:;.<4=7*0>;24-;45

?*/@!"
)+/7
A
B*@#
$%&’

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

"国家自然科学基金!&&((&#$$"资助
G通信作者%HI=.2/&V.-WJ+*4-&EK=.2/5@+;.5@4<+@;-

文章编号!$%’EI"&!#!$%&’"%#I%###I%E

几类有限交换群的整群环的 !& 群
"

王祚恩G!唐国平
!中国科学院大学数学科学学院% 北京 &%%%#’"

!$%&F年 &月 $’日收稿’ $%&F年 #月 $(日收修改稿"

U&’( !V% P&’( K W-#A (1#$L0#6+’3/(1&4(1#$L1+’(06#10#>/35L/0#66+’+3/&G/4+&’(1#$L0( 9)-9#$1’&4#6
:’+8/10+35 #6;"+’/0/<2&=/>5 #6*2+/’2/0% ?@AB%CD!E"&EEEFEEX-
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AA本文报道我们在利用核群 U!!S" 研究
!&!!S" 时得到的一些结果*

AI预备知识
定义 AMAI设 N是一个有单位元 & 的环%有

限生成投射NH模B的同构类记为 (B)%则在集
合L,*P!N"F0(B) WB是有限生成投射NH模1
上定义加法运算 (B) D(A) F(B( A)% 使得
L,*P!N" 成为一个有零元 % 的交换半群% !%!N"
定义为L,*P!N" 的群完备化*

设*&N) 7是一个环同态%则 7可以看成 7 H

N双模%故对左NH模B%有 7*NB是左 7 H模%
当B是有限生成投射NH模时% 7*NB是有限生
成投射 7 H模*

由此可建立群同态 !%!*"&!%!N" ) !%!7"%
(B) ) (7*NB)*

定义 AM?I设N是一个诺特整环%商域为 !%
6是一个有限维!H代数* 6的一个 NH序!Nb
*,<4,"%是6的一个子环%同时是 6的有限生成

NH子模%并满足!+%F&’/,/&{ ’/+!%,/+

%%其中& 表示有限和} F6*
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设2为有限群%易见!2为Y2中的一个!b
序!!b*,<4,"*

现考虑Y2中的任意一个!b序%%设-为任
意的素数%则整数环 !有素理想 !-"% 令 %!-" 表
示%在素理想 !-" 处的局部化%则有& !%!%" )
!%!%!-" "%(B) ) (%!-" *%B)*

局部自由类群 +$!%" 定义为 !%!%" )

,
X
!%!%!-" " 的核%其中-走遍!中所有素数*

定义 AMCI设 %是半单代数 Y2的一个 !b
序%$是Y2中包含%的一个极大 !b序%则有同
态 $&+$!%" ) +$!$"% 将 (B) 映射为 ($
*%B)%其中B是一个有限生成投射%b模%核群
U!%" 定义为映射$的核*

注&Y2中包含 %的极大 !b序一般不唯一%
但核群 U!%" 与极大 !b序 $的选取无关!见文
献(&)"*

定义 AMEI设 N是一个有单位元 & 的环%记
2$!N"F-q

0 F&2$0!N"%9!N"F-q
0 F&90!N"*

由 ‘926494.< 引理可知% 9!N" F(2$!N"%
2$!N") F(9!N"%9!N")%因此 9!N".2$!N"
且9!N"为完全群* 记!&!N"F2$!N"K9!N"%称
交换群!&!N" 为环N的!& 群*

对于任意群 2% 0 M8&8 + 21 / !!2" X/
2$!!2"%将0 M8&8+21 对应于!&!!2" 的元素
生成的子群记为 M2%则称V:!2"F!&!!2"KM2
为2的 ‘926494.< 群* 关于 ‘926494.< 群的更多
信息见文献($)*

设N是一个有单位元 &的交换环%用NX表示
环N的单位群%则行列式映射诱导出!&!N"到N

X

的满同态%并且有分裂同态 NX) !&!N"%因此有
!&!N" F NX( 7!&!N"* 其 中 7!&!N" F
7$!N"K9!N"%7$!N" 是2$!N" 中行列式为 & 的
矩阵构成的群*

注 &&若O是代数数域%N是O的代数整数环%
则由文献(!) 可知 7!&!N"F%*

注 $&对于整群环 !2%文献 ( $ ) 给出了
7!&!!2"F%的充分必要条件*

引理 AMAA当2是有限交换群时%!2是半单代
数Y2的一个!b序%且Y2只有一个极大!b序$%$

0!2* 如果Y21,
(

/F&
Y!#1/"%则$F,

(

/F&
!(#1/)*

证明A见文献(#)*
引理 AM?I在引理 &M&的假设下%!!2"r的挠

部分即为 0 M8s8+21%且!!2"r自由部分的秩等
于$r自由部分的秩* 特别地%($rs!!2"r)ctq*

证明A见文献(E)*
定义 AMTI在引理 &M& 的假设下%令 !2-F

!2*!!-%$-F$*!!-%其中!-为-H.<2;整数
环* !中的素理想 !-" 称为!2b奇异%如果$-2
!2-* 记 7!!2" 为!2H奇异素理想的集合*

引理 AMCA在引理 &M& 的假设下%记号如前%

则有 正 合 列& & ) $X K!!2"X) ,
7!!2"

!$-"
X K

!!2-"
X)+$!!2" )+$!$" ) &
且有&
! 2" W U!!2" W+ ($Xs !!2" X ) F

,
7!!2"

(!$-"
Xs!Q2-"

X)

!22" (!$-"
Xs!!2-"

X) F1-,-%

1-F
!$-KY-"

X

!!2-KY-3!2-"
X %

,-F
($-s!2-)+(!2-sY-3!2-)

($-sY-)
%

其中Y-为$-的).;*[5*-根*
证明A见文献(")*
引理 AMEI在引理 &M& 的假设下%记号如前%

则$-为Y2*YY-中的极大!-H序* 且如果Y2

*YY-1,
(

/F&
6/!单分支"%令N/为!-在6/中的整

闭包* 则有 $-F,
(

/F&
$/%其中 $/为 6/中的极大

N/H序*
证明A见文献(#)*
由文献($)可知%对于一些有限交换群 2%

7!&!!2"F%%此时 !&!!2" F!!2"
X* 又由引理

&M$%此时 2的 ‘926494.< 群 V:!2" 即为有限生
成交换群!&!!2" 的自由部分%且其秩与有限生
成交换群!&!$"F$

X自由部分的秩相等* 由于此
时!&!$" 与!&!!2" 的挠部分均显然%根据有限
生成交换群的结构定理% 计算出 (!&!$" Z
!&!!2") 就可以估计 !&!$" 自由部分的生成元
与!&!!2" 自由部分的生成元之间的倍数关系%
本文的第 $节和第 !节主要对此进行计算*

?I2F+1-X+
,
S时的情形

定理 ?MAI设2F+1-X+
,
S!-与S为不同的素

数%+1-表示1个-阶循环群的乘积"%则WU!!2" W+
($Xs!!2" X) F1-+,-+1S+,S%

E##
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1-F!-H&"
-1H&D-1H$D,D-D& X

!-*H&" 8!-1H&D-1H$D,D-D&"!S,H&DS,H$D,DSD&" %
1SF!SH&"

S,H&DS,H$D,DSD& X

!S*[H&" 8[!-1H&D-1H$D,D-D&"!S,H&DS,H$D,DSD&" %

,-F-
S,+

&
$ !-

1H-1H&D-1H-1H$D,D-1H-" %

,SFS
-1+

&
$ !S

,HS,H&DS,HS,H$D,DS,HS"I
AA其中*是使-*4&!=*<S"成立的最小正

整数%8 F
SH&
*

* *[是使S*[4 &!=*<-"成立的最

小正整数%8[F
-H&
*[

*

证明
&"由 2F+1- X+

,
S%可得 Y2FY+-*Y,

*YY+-*YY+S*Y,*YY+S*

又 Y+-FY rY!/"%/F4
$!2
-%Y+SFY X

Y!$"%$F4
$!2
S%Y!/"*YY!/"FY!/"(E)K!E

-H&

D, DED &" FY!/"-H&%Y!$" *YY!$" F

Y!$"SH&%Y!/"*YY!$"FY!/"(E)K!E
SH& D,

DED&"FY!/"Y!$"FY!%"%%F4
$!2
-S*

归纳可得
Y2FYrY!/"-1

H&D-1H$D,D-D& X
Y!$"S,

H&DS,H$D,DSD& X
Y!%" !-1H&D-1H$D,D-D&"!S,H&DS,H$D,DSD&"I

$"由引理 &M&%
$F!r!(/)-1

H&D-1H$D,D-D& X
!($)S,

H&DS,H$D,DSD& X
!(%) !-1H&D-1H$D,D-D&"!S,H&DS,H$D,DSD&"I

由-!(/) F!& H/"-H&%A!& H/"F-*
可得Y!/"*YY-FY!/" !&H/" %即Y!/"对

!(/) 中素理想 !& H/" 的局部域*
记\!&H/" 为其赋值环% B!&H/" 为 \!&H/" 唯一

的极大理想* 易见\!&H/"为!-在@!/" !&H/"中的
整闭包*

再记\[为Y!/" 的赋值环%B[为\[唯一的
极大理想*

由局部域的性质可得 \!&H/"KB!&H/" F\[KB[
F!(/)K!& H/"FO-%即-阶有限域*

由-!($) F;&,;8%8 F
SH&
*

%其中*是使-*

4 &!=*<S" 成立的最小正整数*
可得Y!$"*YY-FY!$";& X, XY!$";8%

记号同上%有\;?KB;?F!($)K;?FO-**

由-!(%) F!;[&,;[8"
-H&%可得Y!%" *YY-

FY!%";[& X,XY!%";[8%类似地%我们有\;[?KB;[?
FO-**

因此Y2*YY-FY-X!Y!/"!&H/""
-1H&D,D-D& X

!Y!$";& X,XY!$";8"
S,H&DS,H$D,DSD& X!Y!%";[& X

, XY!%";[8"
!-1H&D,D-D&"!S,H&D,DSD&" *

由引理 &M#可知%$-KY-FO-X

O-1H&D-1H$D,D-D&- XO8!S,H&DS,H$D,DSD&"-* X

O8!-1H&D-1H$D,D-D&"!S,H&DS,H$D,DSD&"-* *

同理可得% $SKYS FOS XO
S,H&DS,H$D,DSD&
S X

O8[!-1H&D-1H$D,D-D&"S*[ X

O8[!-1H&D-1H$D,D-D&"!S,H&DS,H$D,DSD&"S*[ %

其中*[是使S*[4 &!=*<-" 成立的最小正整

数% 8[F
-H&
*[

*

!" !2-KY-3 !2- FO-(+S X, X+S) F
O-(+S) *O-,*O-O-(+S)*

O-(+S) FO-(E)K!EH&" XO-(E)K!E
SH& D

ESH$ D, DED&"%又在O-(E) 中有E
SH& DESH$ D

, DED& F,
8

?F&
+?!E"%

其中的+?!E" 都是O-(E) 中的*次不可约多项
式!见文献(()"* 因此得到O-(+S) FO-XO

8
-**

由于有限域的有限扩张为S./*25扩张%设O-*
FO-!&"%+为&在O-上的极小多项式%则+在O-*
上分裂*

所以O-**O-O-*FO-*(E)K!+"FO
*
-**

归 纳 可 得 !2-KY- 3 !2- F O- X

O!S,H&DS,H$D,DSD&"8-* %同理可得!2SKYS3!2SFOSX

O!-1H&D-1H$D,D-D&"8[S*[ *
#"记 3!$" 为 $的判别式%因此 3!$" F

-!-H$"!-1H&D-1H$D,D-D&" + S!SH$"!S,H&DS,H$D,DSD&" +
!-!-H$"!SH&"+S!SH$"!-H&" " !-1H&D,D-D&"!S,H&D,DSD&" F
-S,!-1H&H-1H&H-1H$H,H-H&" + S-1!S,H&HS,H&HS,H$H,HSH&" % 记
3!!2" 为!2的判别式% 3!!2"F!-1S,"-1S,*

由文献(#)可知 ($s!2) $ F3!!2"K3!$"%

所以 ($ s!2) F-S,+
&
$ !-

1D-1H&D-1D-1H$D,D-1D-D$" +

S-1+
&
$ !S

,DS,H&DS,DS,H$D,DS,DSD$" %因此可得($-s!2-) F

-S,+
&
$ !-

1D-1H&D-1D-1H$D,D-1D-D$" % ($S s !2S) F

S-1+
&
$ !S

,DS,H&DS,DS,H$D,DS,DSD$" *
E"由引理 &M!%

"##
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1-F!-H&"
-1H&D-1H$D,D-D& X

!-*H&" 8!-1H&D-1H$D,D-D&"!S,H&DS,H$D,DSD&" %
1SF!SH&"

S,H&DS,H$D,DSD& X

!S*[H&" 8[!-1H&D-1H$D,D-D&"!S,H&DS,H$D,DSD&" %

,-F
-S,+

&
$ !-

1D-1H&D-1D-1H$D,D-1D-D$" X-X-!S,H&"

-X-!-1H&D,D-D&" X-!S,H&" X-!S,H&"!-1H&D,D-D&"

F -S,+
&
$ !-

1H-1H&D-1H-1H$D,D-1H-" %

,SFS
-1+

&
$ !S

,HS,H&DS,HS,H$D,DS,HS" %由此得证*
定理 ?M?
!2"当2F+-时% (!&!$"s!&!!2") F-H&I
证明A由定理 $M&可得
WU!!2" W+($Xs!!2" X) F-H&I

AA又WU!!2" WF&!见文献(F)"%
因此 ($Xs!!2" X) F-H&*
由文献 ($) 可知此时 7!&!!2" F%% 所以

($Xs!&!!2") F-H&*
又$为有限个代数整数环的乘积%!&与取单

位群均与有限乘积交换%由文献(!)可知!&!$"F

$X*
因此得到 (!&!$" s!&!!2") F-H&*
!22"当2F+$ X+-时%其中-为奇素数*

则有 !-H&"$ (!&!$" s!&!!2")%(!&!$" s
!&!!2") !$*]H&" 8]+!-H&" $KA!$%-"%

其中*]是使 $*]4 &!=*<-" 成立的最小正整

数% 8]F
-H&
*]

%

A!$%-"F
!$

*]
$ D&" 8]K-% *]为偶数时

!$*]H&"
8]
$ K-% *]为奇数时{ I

AA特别地
当2u+$r+E 时%(!&!$"s!&!!2")u$#%*
当2u+$r+( 时%(!&!$"s!&!!2")u& ("#*
证明A由定理 $M&可得

WU!!2"W+($Xs!!2"X) F!$*]H&"8]+!-H&"$I
AA由文献(’)可知U!!2"为!!(/)K$!(/)"X的商
群%!(/)K$!(/) FO$*]X,XO$*]%因此WU!!2"W

!$*]H&"8]% 可得 !-H&"$ ($Xs!!2"X)% 类似
于!2"% 此即 !-H&" $ (!&!$" s!&!!2")*

又由文献(&%)可知 A!$%-" WU!!2"W% 因此
(!&!$"s!&!!2") !$*]H&"8]+!-H&"$KA!$%-"*

特别地%当2F+$ X+E 时% 由文献(&&)可知
WU!!2" WF&% 所以 (!&!$" s!&!!2") F&" X

&E F$#%*
当2F+$ X+( 时%同样有WU!!2" WF&%所

以 (!&!$" s!&!!2") F!" X#’ F& ("#*
!222"当2F+-X+S时%其中-与S为不同的奇

素数*
则有

(!&!$" s!&!!2")
#!-H&"+!-*H&" 8+!SH&"+!S*[H&" 8[

A!-%S"+A!S%-"
%

AA其中*%8%*[%8[的定义与定理 $M&一致%

A!-%S"F
!-

*
$ D&" 8 KS% *为偶数时

!-*H&"
8
$ KS% *为奇数时{ %

A!S%-" 的定义类似*
证明A由定理 $M& 可得 WU!!2" W+($Xs

!!2" X) F!-H &" + !-*H&" 8 + !SH &" +
!S*[H&" 8[*

由 文 献 ( &% ) 可 知 A!-%S" + A!S%
-" #+WU!!2" W*

类似于 !2"% ($Xs!!2" X) 即 (!&!$" s
!&!!2")* 所以有 (!&!$" s!&!!2")
#!-H&"+!-*H&" 8+!SH&"+!S*[H&" 8[

A!-%S"+A!S%-"
*

CI2F+-0D& 时的情形

定理 CMAI2F+-0D&!05 %%-为正则奇素数%
+-0D& 表示-

0D& 阶循环群" 时%(!&!$" s!&!!2")
F!-H&" 0D&+-&D-D-$D,D-0H!0D&"H:%

其 中 : F 0$!-H!"
$

D !0 H

&"
!0 H&"!-$ H!-D$"

$
D&[ ] D &

0H&

/F$
!0 H

/"
!0 H/"-/H$ !-H&" !

$
D-

/H$!-H&"
$

D&[ ] *
证明A易见Y2FYrY!/&" XY!/$" X,

XY!/0D&"%其中/?F4
$!2
-?*

可得 $F! X!(/&) X!(/$) X, X
!(/0D&)*

类似定理 $M&%Y2*YY-FY-XY!/&"!&H/&" X
, XY!/0D&" !&H/0D&" %

因此$-KY-FO-X,XO-FO
0D$
- %易见!2-KY-

3!2-FO-*

又 3!$"F,
0D&

?F&
--?H&!?+-H?H&" F-!0D&"-0D&H$!&D-D-$D,D-0"%

(##
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3!!2" F!-0D&"-0D&% ($s!2) $ F3!!2"K3!$"%
所以有 ($s!2) F($-s!2-) F-

&D-D-$D,D-0*
类 似 定 理 $M&%1- F !-H&" 0D&%,- F

-&D-D,D-0H!0D&" % WU!!2" W+ ($Xs!!2" X) F
WU!!2" W+(!&!$" s!&!!2") F!-H&"

0D&+

-&D-D-$D,D-0H!0D&" * 又由文献(&$)可知

U!!2"1 !!K-0!"
0!-H!"
$ ( !!K-0H&Q"

!0H&"!-$H!-D$"
$ D&(

&
0H&

/F$
!!K-0H/!"

!0H/"-/H$!-H&"!

$ D-
/H$!-H&"

$ D&%

因此WU!!2" WF-:%

: F
0$!-H!"
$

D!0 H&"
!0 H&"!-$ H!-D$"

$
D&[ ] D

&
0H&

/F$
!0 H/"

!0 H/"-/H$ !-H&"!

$
D-

/H$!-H&"
$

D&[ ] *
A A 所 以 (!&!$"&!&!!2") F !-H&" 0D& +

-&D-D-$D,D-0H!0D&"H:*
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