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摘A要A研究统计力学中伊辛普适类的临界卡西米尔力" 针对临界点上平行板几何约束下的
伊辛普适类#基于欧拉b麦克劳林求和法发展了一套计算临界卡西米尔力的有效方法" 结果
表明#在平行板几何约束下#伊辛普适类临界卡西米尔力表现为以标度指数为b! 的方式随板
间距离衰减的长程吸引力"
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AA卡西米尔效应是 &’#F 年由著名荷兰物理学
家8.52=2,(&)发现的* 8.52=2,通过计算预测置于
真空中的两块无穷大平行导体板%由于对真空量
子涨落的边界约束%从而板间会诱导产生一个长
程吸引力%即卡西米尔力%该现象称为卡西米尔效
应%是真空零点能的一种物理体现*

由于卡西米尔力是一个微弱的力%所以在实
验上进行验证比较困难* 对卡西米尔效应的实验
验证%最早来自于 >X.,-..7($)在 &’EF 年进行的一
个实验%>X.,-..7利用弹簧巧妙地构造了一个电
容器%力的变化体现为容易测量的电容量的变化%
从而定性地从实验上验证了卡西米尔力的存在*
随着实验技术的进步%人们越来越追求实验的精
度%美国华盛顿大学的 \.=*,4.+^(!)在 &’’( 年率
先以足够的精度从实验上验证了卡西米尔力%实
现了卡西米尔力的定量测量* \.=*,4.+ 测̂量的
是一个镀金圆球透镜与一块金属板之间的卡西米
尔力%金属板与一个精准的扭秤相连%测量精度在
E!d&%!* &’’F 年%e*92<44- 和 g*7(#)使用激光
技术更精确地测量了镀铝平板和小球之间的卡西
米尔力%精度达到 &!*

对经典卡西米尔效应的研究持续了半个多世
纪%研究越来越细致和深入%有大量的研究成果*
在理论研究方面%人们主要集中在研究不同的几
何构型和边界条件下的卡西米尔力%详见综述性
文献(EI’)*

$%世纪 (% 年代%人们发现只要在存在长程
关联的涨落场中引入边界约束%边界间就会产生
一个由涨落所诱导的力%这种力被称为广义的卡
西米尔力* 由真空涨落所引起的卡西米尔力只是
其中的一种%另外如统计力学临界点处的密度场
等%这些具有长程涨落特性的场都可以满足产生
卡西米尔力的条件* &’(F 年% D2594,和 a4
S4--45(&%)首次将经典的卡西米尔效应推广到热
卡西米尔效应或者临界卡西米尔效应%涨落背景
场由量子涨落替换为临界点处的长程密度涨落%
开辟了临界卡西米尔效应研究的新领域*

近年来%在对临界卡西米尔效应的研究中%一
个研究重点是在统计力学伊辛普适类中平行板几
何约束下的卡西米尔力%包括平衡态的临界卡西
米尔力和非平衡态的卡西米尔力(&&) *

本文研究伊辛普适类在平行板受限下的临界
卡西米尔力%不同于常用的场论方法(&$I&!) %我们
基于欧拉b麦克劳林求和法 !H+/4,Ie.;/.+,2-

5+==.62*-"%发展了一套计算两块平行板之间临
界卡西米尔力的有效方法%这种方法得到的结果
与用场论方法得到的结果基本一致%并且简单易
操作* 计算结果表明%在平行板几何约束下%伊辛
普适类的临界卡西米尔力表现为一种长程吸引
力%与边界间距的标度指数为b!%该标度指数与
标度分析的结果一致*

AI模型描述
如图 &所示%考虑在伊辛普适类中%板间距离

为 %的平行板受限体系中的临界卡西米尔效应*
方便起见%取热能 T>CF&* 在边界上%采用
a2,2;9/46边界条件%即要求边界上密度场为零*
该边界条件使得垂直于平板方向的涨落模式离散
化& !SPF0!K%"%其中 0 F&%$%,* 涨落波矢大
小为S$ F <’

$ DSP
$%其中 <’表示平行于平板方

向的二维波矢* 注意在本文中所有的长度都已由
体系的微观相互作用力程约化为无量纲量*

图 AI板间距离为 9的平行板受限体系
J+(-AI;#’6+’/>/’30/3F$L#6L&1&44/4L4&3/07+3"3"/=+03&’2/9

由统计力学可知%伊辛普适类在临界点上的
高斯涨落自由能写成如下形式
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式中&6是平行板的面积* 显然%这是一个无穷大
的量%为了对其进行正规化处理%仿照量子场论的

做法(&#) %引入正规化因子 4H/-
0!
%( ) $DS$’[ ] K%% 这

里%%是截断常数* 完成所有计算后%将令 %)
q* 此时%自由能写成
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AA其中%在对平行波矢的积分结果中%舍去了与
无穷大有关的项%因为最后计算卡西米尔力的涨
落自由能只需要保留有限大小的项*

?I欧拉_麦克劳林求和法
为了计算上式中的无穷级数求和%采用欧

拉b麦克劳林求和法* 欧拉b麦克劳林求和公式
是一个将积分与求和联系起来的式子%被数学家
和物理学家广泛应用%其具体表达式!只取到 !
阶导数"如下
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式中&*!)" 表示一个可微函数% %和&是积分限常
数% :是离散步长*

定义函数 *!)" F)H$!EH&" % 取离散步长 : F&%
根据欧拉b麦克劳林公式有
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其中%
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这里%将所有与无穷大有关的项归并%用q表示*
简单的运算可得
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同样%所有与无穷大有关的项已经用q表示* 进
一步%得到
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这里%类似于量子场论中由无穷的真空零点能计
算卡西米尔力的方法%已经舍去无穷大%只取了有
限部分*

我们注意到黎曼函数的级数定义为
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因此易知%需要求算的无穷级数可用黎曼函数表
示如下
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由黎曼函数的性质有
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显然%这一结果与我们用欧拉b麦克劳林求和法
得到的结果!F"一致*
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同样%只保留有限部分* 由此可得
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综合以上结果%得到涨落自由能如下
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该结果与场论结果(&!)基本一致*
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进一步%临界卡西米尔力由涨落自由能对边
界距离的导数得到%即

*!%"FH #
#%

!OK6"FH
&&!
($%%!

:H%M%#F%H!I !&E"
AA由该结果可知%对于伊辛普适类%平行板受限
下的临界卡西米尔力表现为一个长程吸引力%并
且与板间距离的标度指数为b!*

CI标度分析
本小节对临界卡西米尔力的标度指数做简单

的标度分析*
这里定义的临界卡西米尔力表现为两平行板

之间的分离压!<25P*2-2-WX,455+,4"%因此有 (*) F
9K$!%这里9和 $ 分别代表能量和长度* 注意%
能量已由热能约化* 在伊辛普适类中%临界点上
涨落的关联长度发散%因此不允许存在一个有限
大小的关联长度进入临界卡西米尔力的表达式*
体系中只有两平行板之间的距离是可以进入最后
结果的特征长度%因此%立即得到*< %H!%这正是
本文得到的标度指数* 需要指出的是虽然标度指
数可以通过标度分析得到%然而临界卡西米尔力
在特定几何约束和边界条件下表现为吸引或排
斥%只能通过具体计算得到*

EI结论
本文应用欧拉b麦克劳林求和公式对卡西米

尔效应进行研究%对平行板受限下伊辛普适类的
临界卡西米尔力进行解析推导%基于欧拉b麦克
劳林求和公式与黎曼函数的相关知识发展出一套
计算临界卡西米尔力的有效方法* 此方法对研究
其他体系中的卡西米尔效应具有重要的借鉴意
义* 在未来的工作中%我们将尝试将该方法用于
其他受限几何%以及其他统计力学普适类中临界
卡西米尔力的计算*
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