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摘　 要　 和积网络(sum-product
 

networks,
 

SPN)
 

是一种在多层网络中进行快速推理的深度概

率图模型,在人工智能领域有广泛应用前景。 SPN 的有效性即它可用来正确表示概率分布,使
得 SPN 可以表示一些图模型的配分函数和所有的边缘分布。 由于只有部分 SPN 是有效的,快
速判断 SPN 的有效性很有必要。 针对 SPN 理论体系中的有效性验证问题,讨论并揭示 SPN
内部结构性质,提出验证 SPN 有效性的两个算法,并给出算法的正确性证明及其复杂度。 还

通过给出一种新的 SPN 中生成树个数的计算方法来验证 SPN 有效性算法的可靠性。
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Abstract　 Sum-product
 

networks
 

( SPN)
 

is
 

a
 

deep
 

probabilistic
 

graphical
 

model
 

which
 

has
 

the
 

characteristic
 

of
 

fast
 

inference
 

in
 

multilayer
 

networks,
 

and
 

it
 

has
 

wide
 

application
 

prospect
 

in
 

the
 

field
 

of
 

artificial
 

intelligence.
 

The
 

validity
 

of
 

SPN
 

is
 

that
 

it
 

can
 

be
 

used
 

to
 

represent
 

the
 

probability
 

distribution
 

correctly
 

so
 

that
 

SPN
 

can
 

be
 

used
 

to
 

represent
 

the
 

distribution
 

functions
 

of
 

some
 

graph
 

models
 

and
 

all
 

the
 

marginal
 

distributions.
 

Since
 

SPN
 

is
 

not
 

always
 

valid,
 

it
 

is
 

necessary
 

to
 

determine
 

the
 

effectiveness
 

of
 

SPN
 

quickly.
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

consider
 

the
 

problem
 

of
 

validity
 

verification
 

in
 

the
 

SPN
 

theoretical
 

system,
 

reveal
 

the
 

internal
 

structure
 

properties
 

of
 

SPN,
 

and
 

propose
 

two
 

algorithms
 

for
 

verifying
 

the
 

validity
 

of
 

SPN.
 

The
 

correctness
 

proofs
 

and
 

the
 

complexity
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithms
 

are
 

given.
 

We
 

also
 

verify
 

the
 

reliability
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithms
 

by
 

giving
 

a
 

new
 

method
 

of
 

calculating
 

the
 

number
 

of
 

generation
 

trees
 

in
 

SPN.
Keywords　 deep

 

learning;
 

probabilistic
 

graphical
 

models;
 

sum-product
 

networks;
 

validity



第 1 期 刘洋,等:和积网络的性质分析及其有效性验证算法

　 　 概率图模型,例如贝叶斯网络和马尔科夫网

络,已经被广泛应用在人工智能领域[1] 。 这类图

模型用简洁的结构表示复杂的概率分布,在推理

和参数学习方面,由于归一化参数的计算量非常

大,在最坏情况下为指数级别[2] ,一般情况下精

确计算条件概率的复杂度也为#P 完全[3] 的。 此

外,随着变量个数的增加,模型也更加复杂。 Poon
和 Domingos[1] 于 2011 年提出一种新型深度模型

结构———和积网络(sum-product
 

network,
 

SPN)来
解决上述问题。 和积网络(图 1)是有向无环图,
它将观测变量作为叶子结点,将“和”与“积”操作

作为深度网络的内部结点。 和积网络可以在高树

宽模型中快速计算精确推理,其推理开销和网络

大小成线性关系,具有很强的表达能力和快速推

理能力,在计算机视觉[4] 、语音识别[5] 、自然语言

处理[6]等领域均有应用。 当前和积网络的研究

主要聚焦在结构学习和参数学习等应用方面,而
制约其应用发展的理论问题,如 SPN 有效性、
MAP 推理复杂性等问题仍未得到根本解决。

图 1　 和积网络示例

Fig. 1　 An
 

example
 

of
 

sum-product
 

networks

和积网络将分布分解为混合( sum) 与分解

(product)的层次结构,因而可看做基于变量集合

的非归一化概率分布。 和积网络 的 有 效 性

(validity)即它可以正确表示概率分布,例如,仅
当和积网络有效时,计算联合概率分布 px 的等式

才成立:对∀x,p(X = x)= S(x) / ∑ x ~ X
S(x),X表

示变量集合, S(x) 表示输入为 x 的和积网络计算

得到的数值。 在实践中并非所有生成的和积网络

都是有效的,和积网络结构学习和参数学习过程

中,部分算法基于有效性对于范围的限制,应用分

层联合聚类[7-9] ,每迭代一次,都需对现有模型进

行有效性验证,因而快速判断和积网络的有效性

成为必要,开展和积网络有效性问题的研究具有

理论意义和应用价值。
本文的主要工作及其贡献在于:1)探讨和积

网络的一些内部结构性质;2)提出验证和积网络

的有效性算法及其正确性证明,分析其复杂度和

适用场景;3)提出一种新的关于和积网络中生成

树个数的计算方式。

1　 相关工作

和积网络被提出后在基础理论方面、参数学

习、结构学习方面以及应用方面都有了相应的研

究,从和积网络的基础理论研究方面,Zhao 等[10]

证明任意和积网络都可以转化为二分贝叶斯网

络。 Martens 和 Medabalimi[11] 证明网络的表达性

随着深度增长而增加。 和积网络有效性的定义给

出后[1] ,由于没有相应的验证算法,Peharz[2] 弱化

有效性的条件要求,证明和积网络的参数可以被

转化为局部归一化。 一致且完备的和积网络同样

保证有效性[12] 。 Martens 和 Medabalimi[11] 找到有

效和积网络的特例,证明 Peharz 的结论是充分不

必要条件,因而强化了有效性的条件,给出强有效

性的定义,并证明强有效性与网络输出多重线性

多项式的等价关系,而关于和积网络有效性的算

法验证的研究仍不充分。 本文尝试给出两个验证

算法,并比较两个算法的适用场所及复杂度。
 

从和积网络的权重学习方面,Zhao 等[13]提出

一种统一的学习和积网络参数的方法。
从和积网络的结构学习方面, Dennis 和

Ventura[14]提出和积网络的第一个结构学习算法,
Adel 等[15] 提出一种基于 SVD 分解的算法,通过

对样本矩阵进行切割学习和积网络的结构。
 

Rashwan 等[16] 提出在线贝叶斯矩匹配算法。 目

前最为常用的算法为 LearnSPN[7] ,虽然提出较

早,但由于执行速度快,至今仍被频繁使用,也出

现对其改进的算法 SPN-BT[8] 。 目前最好的结构

学习算法为 ID-SPN[9] ,通过利用变量之间的间接

和直接相互作用、自上而下聚类的方式学习和积

网络,该算法将 sum 结点和 product 结点作为内部

结点,运算电路 AC( arithmetic
 

circuits) 作为叶结

点,从单个 AC 结构开始,只在直接改善了似然性

的情况下将每个 AC 叶结点拆分为两个新的 AC
叶结点,最后估计叶结点的分布。 由于该算法与

AC 的基础算法相结合,因而比一般的树形结构如

Chow-Liu 叶结点更好地逼近复杂的分布。
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从应用方面,Cheng 等[6] 利用和积网络构造

语言模型,根据前 K 个词计算第 K + 1 个词出现

的概率,得到比之前语言模型更好的预测准确性。
Nath 和 Domingos[17]引入关系和积网络的概念,并
利用关系和积网络构造一个关于缺陷定位问题的

易解概率学习模型,可以鉴别重复发生的 bug。
和积网络可以进行概率密度估计,因而也被

解释为特殊的深度神经网络。 同时,它还可以表

达一些其他类型的易解概率分布,如稀疏联结树

和隐藏树模型。 近期,和积网络也被解释为特殊

形式的前馈神经网络[4]和概率卷积网络[18] 。
和积网络经常被称作一种新型的概率图模

型,其性质更像是运算电路。 在经典的概率图模

型中,叶结点代表随机变量,边代表变量间的依赖

关系。 然而和积网络的中间结点为运算单元,即
“和”与“积”,边决定运算单元的计算顺序,不再

关心变量间的关系。

2　 和积网络的有效性验证算法

和积网络是有向无环图(如图 1),隐藏变量为

求和或者求积,并且被交替排列在相邻层次上,sum
结点可看作是变量在集合上的混合,product 结点

可看作是特征的混合,即 sum 结点提供混合模型,
product 结点建立特征层次,“有效性”以一种很好

的方式约束和积网络,因而网络具有很强的表达能

力和推理能力。 每一个以和积网络内部结点为根

结点的子网络依然为和积网络,和积网络可看作由

小的和积网络连接组成,因而在计算上具有潜在的

可扩展性,使得学习和推理更加便于处理,在该模

型下得到的结果也应用得更加广泛。
现在给出和积网络的形式化定义。
定义 1　 和积网络[1] :和积网络是一个有根

且有权重的有向无环图,内部结点为 sum 结点与

product 结点,叶结点为网络输入,输入变量集合

为 X = {X1,…,Xn},X 的分布为 ϕn, | X | = n。
令 ch(Q)作为结点 Q 的所有子结点的集合,

pa ( Q ) 作 为 结 点 Q 的 所 有 父 结 点 的 集 合,
desc (Q) 为结点 Q 的所有后代的集合。 每条连

接 sum 结点 Q与其子结点 c∈ ch(Q) 的边均有非

负权重 ωQc ,令 w 为和积网络所有权重的集合。
SQ 是 S 的子网络,其根结点为 Q。 网络内所有结

点个数设为 m。 对于 X 的一个实例 x, 或者称之

为完全示例(complete
 

evidence),用 x ~ X 表示。
为简化讨论,本文假定随机变量为布尔变量,然而

本文结论可被拓展到离散和连续变量。 不失一般

性,本文假设和积网络有交替的内部结点类型,即
sum 结点层与 product 结点层交替出现。

叶结点的范围(scope)
 [1]是结点对应向量的

集合,父结点的范围是所有子结点范围的并集,并
把根结点的范围作为和积网络的范围。

和积网络的深度是为 sum 结点层与 product
结点层交替出现的和积网络中从根结点到子结点

的最长路径长度[1] 。
当变量集合 X 取值为 x 且和积网络(以下用 S

表示)有效时, S(x) 表示输入为 x 基于 S 计算得到

的非归一化概率值,即 P(X = x) = S(x) / Z,Z =

∑ x
S(x) 为归一化参数。 当每个 sum 结点 Qi 连接

所有子结点的权重和为 1 时,即∑Nj∈ch(Ni)ωQiNj
= 1,

且叶结点的分布为归一化分布,则 S 表示归一化分

布,即 ∀x,P(X = x) = S(x)。
 

S(x) 在网络中的计算方式为自下而上, x 作

为叶结点的输入,sum 结点的值为子结点值的加

权和,product 结点的值为子结点值的乘积,最终

得到根结点的值作为 S(x) 的值。 如图 1,当 X1 =

1,X2 = 0,X1 = 0,X2

-
= 1 时,则根结点的值为 0. 5 ×

(0. 6 × 1 + 0. 4 × 0)(0. 3 × 0 + 0. 7 × 1) + 0. 2 ×
(0. 6 × 1 + 0. 4 × 0)(0. 2 × 0 + 0. 8 × 1) + 0. 3 ×
(0. 9 × 1 + 0. 1 × 0)(0. 2 × 0 + 0. 8 × 1) = 0. 522,
并把根结点的值作为整个网络的值。 下面给出和

积网络中计算的形式化定义。
定义 2　 计算( evaluation) [1] :对于和积网络

S, 给定变量集合 X,X 的分布为 ϕn, | X | = n, 参

数集合 w, 若 SQ 是 S 的子网络,其根结点为 Q, 则

SQ(x) 的计算公式为

SQ(x) =

ϕn(sc(Q) = x | sc(Q) ),若 Q 为叶结点,

∑ c∈ch(Q)
ωQcSc(x),若 Q 为 sum 结点,

∏ c∈ch(Q)
Sc(x),若 Q 为 product 结点.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

整个网络的值 S(x) 为根结点的值。
定义 3 　 网络多项式 ( network

 

polynomial)
 

[13] :令 f(·) ≥ 0 为基于布尔变量集合 X 上的概率

分布, f(·) 的网络多项式是一个关于指示变量的

多线性方程 ∑ x
f(x)∏ n

1
Ix, 其中指示变量 Ix 当

X = x 时为 1,否则为 0。
和积网络的有效性即 S 可以正确表示分布,

下面给出有效性的形式化定义。
定义 4　 有效性[10] :对于和积网络 S,给定变量
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集合 X,若对于任意 x~X,均有 S(x)= ϕS(x),则称 S
是有效的,其中,ϕS(x)为基于 S 的网络多项式。

定义 5　 完备性,可分解性[1] :和积网络 S,
令 S + 为 S中所有 sum 结点的集合, S × 为 S中所有

product 结点的集合,则
1) S 是完备的当且仅当 ∀n∈ S + , ∀c1,c2 ∈

ch(n):sc(c1) = sc(c2) ;
2) S 是可分解的当且仅当 ∀n ∈ S × , ∀c1,c2

∈ ch(n),c1 ≠ c2:
sc(c1) ∩ sc(c2) = ∅。

　 　 定义6　 拓扑排序(topological
 

sorting)
 [13] :在图

论中,由一个有向无环图的顶点组成的序列,当且仅

当满足下列条件时,称为该图的一个拓扑排序。
1)每个顶点出现且只出现 1 次;
2)若 A 在序列中排在 B 的前面,则在图中不

存在从 B 到 A 的路径。
2. 1　 Veri-SPN 算法

算法 1 对每个结点都进行验证,计算量较大。
首先自下而上标记所有结点的范围,再自上而下,
逐层分别检查每个结点的完备性和可分解性,即对

于 sum 结点,检查其子结点的范围是否相同,对于

product 结点,检查其子结点的范围是否互不相交,
通过验证和积网络的完备性和可分解性进而验证

有效性,第 1 个算法为 Veri-SPN,具体描述如下。
定理 2. 1 　 对结点个数为 m, 变量个数为 n

的和积网络 S, 算法一在 Ο(n × m2) 内完成验证。
证明 　 算法 1 的证明方式为自下而上,设

Q1,…,Qm 是 S 所有结点的一个拓扑排序,即 k >
l⇒Qk ∉desc(Ql)。 首先对每个结点Qk 初始化赋值

为 0:ak = [ak1,ak2,…,akn] = [0,0,…,0],该向量的

含义是:若 Xi ∈ sc(Qk), 则 aki = 1, 否则为 0。 即,
若 Xi ∈ sc(Qk) ,则 ak 在第 i 个位置的值为 1。

当结点 Qk 为叶结点时,需将该叶结点对应的

向量反映在自己的矩阵中,即,若 X1 ∉ sc(Qk),
X2 ∈ sc(Qk)⇒ak = [0,1,…,0] ,由于本文假设

变量类型为布尔变量,变量个数为 n, 结点个数为

m, 由于叶结点个数可能超过 n, 并且与 n 并无明

显关系,但是却一定小于 m, 则所有叶结点的计

算成本为 Ο(m)。
当结点 Qk 为 product 结点时,需要验证 Qk 的

子结点范围互不相同,即 ∀Qi,Q j ∈ ch(Qk),i ≠
j,sc(Qi) ∩ sc(Q j) = ∅, 首先逐个找到 Qk 的子结

点,然后将子结点的范围并入到 Qk 的范围,若并

入过程中发现已经存在重复变量,则 S 不满足可

　 　Algorithm
 

1　 Veri-SPN
1:

 

Find
 

some
 

topological
 

ordering
 

Q1 ,…,Qm
 of

 

nodes
 

in
 

SPN
 

2:
 

For
 

all
 

nodes
 

Qk
 initialize

 

ak =[ak1,ak2,…,akn] =[0,0,…,0],aki
∈[0,1]
3:

 

for
 

k = 1:m
 

do
4:

 

　 b←0
5:

 

　 if
 

Qk
 is

 

a
 

leaf
 

node
 

then
6:

 

　 　 if
 

Xi ∈ sc(Qk),
 

i = 1:n
 

then
7:

 

aki ←1
8:

 

end
 

if
9:　 end

 

if
 

10:　 if
 

Qk
 is

 

a
 

product
 

node
 

then
 

11: if
 

Qi ∈ ch(Qk),i = 1:k
 

then
12: if

 

aij = 1,j = 1:n
 

then
13: if

 

akj = 1
 

then
14: abort
15: else
16: akj←aij

17: end
 

if
 

18: end
 

if
 

19: end
 

if
20: end

 

if
21:　 if

 

Qk
 is

 

a
 

sum
 

node
 

then
22: if

 

Qi ∈ ch(Qk),i = 1:k
 

then
23: if

 

b = 0then
24: akj←aij,j = 1:n,b←1
25: else

 

26: if
 

akj ≠ aij,j = 1:n
 

then
 

27: abort
 

28: end
 

if
29: end

 

if
30: end

 

if
31: end

 

if
32:　 end

 

for

分解性,进而不是有效的,则算法停止,所有的

product 结点的计算成本为 Ο(n × m2)。
当结点 Qk 为 sum 结点时,需要验证 Qk 的子

结点范围完全相同,即 ∀Qi,Q j ∈ ch(Qk),sc(Qi)
= sc(Q j)。 首先把第一个得到的子结点的范围并

入到 Qk 的范围,之后逐个比较 Qk 的每个子结点

的范围与 Qk 的范围,若出现不同,则 S 不满足完

备性,进而不是有效的,则算法停止,所有的 sum
结点的计算成本为 Ο(n × m2)。

若和积网络是完备的且是可分解的,则该和

积网络是有效的[1] ,因而算法 1 可以证明和积网

络的有效性。
综上,总的计算成本为 Ο(n × m2)。 □
由于目前没有任何关于 m 与 n 关系的探讨,

m 的取值范围可以是 n 的多项式范围,也可以是

n 的指数范围。 如果是前者,则算法 1 在实践中

已满足使用需求;相反,如果是后者,在 m 相当大

的情况下,算法 1 计算量过大。
因而,本文提出第 2 个验证算法,牺牲一部分
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准确性,换取相对快速的验证效果,在 S 的层数低

时效果更好。
2. 2　 Induce-SPN 算法

有效的和积网络可看做是一些生成树 T
(induced

 

tree)的叠加,且每个生成树的范围与对

应和积网络是相同的,因而对和积网络的有效性

验证就可以一定概率转化为对 T 进行验证,算法

2 基于上述思想,具体描述如下。

Algorithm
 

2　 Induce-SPN

1:Let
 

T = (TV,TE)
 

be
 

a
 

subgraph
 

of
 

S
2:TV = {Root(S)},TE = ∅
3:while

 

exist
 

node
 

Qk ∈ TV
 that

 

ch(Qk) ≠ ∅,ch(Qk) ∩ TE =
∅

 

do
4:　 if

 

Qk
 is

 

a
 

sum
 

node
 

then
5: choose

 

exactly
 

one
 

child
 

of
 

Qk
 in

 

S
 

randomly,
 

put
 

the
 

node
 

in
 

TV,
 

the
 

responding
 

edges
 

in
 

TE

6:　 end
 

if
7:　 if

 

Qk
 is

 

a
 

product
 

node
 

then
8:　 　 put

 

all
 

the
 

children
 

of
 

Qk
 in

 

S
 

in
 

TV
 in

 

order,
 

the
 

responding
 

edges
 

in
 

TE

9:　 end
 

if
10:　 if

 

Qk
 is

 

a
 

leaf
 

node
 

then
11:　 　 　 skip
12:　 end

 

if
13:　 k←k+1
14:end

 

while

　 　 定理 2. 2 　 S 的范围与 T 的范围是一样的,
并且, T 中每个结点的范围与对应的 S 中结点的

范围是一样的。
证明　 由于 S 的根结点 Root(S) 也是 T 中的

结点,
1)

 

当 S 的高度 h = 2 时,若 Root( S) 是 sum
结点,则根结点与相邻子结点的范围是一样的,显
然, sc(S) = sc(T), 若 Root(S) 是 product 结点,
则 Root(S) 的所有相邻子结点也在 T 中, S = T,
因而 sc(S) = sc(T)。

2)
 

假设当 h = n 时, sc(S) = sc(T), 那么,当
h = n + 1 时,若 Root(S) 是 sum 结点,有 k 个子结

点,则 S 与每个子网络的根结点的范围一样,同理

于 T, 因而 sc(S)= sc(T)。 若 Root(S) 是 product
结点,则 Root(S) 与子结点连接的边也在 T中,因
而 sc(S) = sc(T)。

综上, sc(S) = sc(T)。
用同样的方法可以得到, T 中每个结点的范

围与对应的 S 中结点的范围是一样的。 □
定理 2. 3 　 若和积网络 S 是不可分解的,则

存在 T 也是不可分解的。
证明　 首先,若 S 是有效的,则 T 也是有效

的。 由于 T 中所有的 sum 结点均只有一个子结

点,完备性要求 sum 结点的所有子结点的范围完

全相同,因而 T 天然地满足完备性。 T 中任意

product 结点与其子结点均来自于 S 中的一个

product 结点及其所有的子结点,由于 S 是有效

的,则所有子结点的范围是互不相交的,由于 T 的

生成过程, T是 S 的子图, T 中每个结点在 T 中的

范围均小于等于在 S 中的范围,因而,在 T 中所有

子结点的范围依旧是不相交的,满足可分解性要

求,所以, T 也是有效的。
若 S 是不可分解的,则存在 product 结点 Qk,

其子结点的范围是有交集的,由定理 2. 2, T 中每

个结点的范围与对应的 S 中结点的范围是一样

的。 因而,若 T 包含结点 Qk, 则 T 包含 Qk 所有子

结点,因而 T中Qk 的子结点的范围是有交集的, T
不可分解。 □

定理 2. 4　 若 S 不是完备的,则存在 T 是不

可分解的。
证明　 若 S 不是完备的,则存在结点 Qi、Q j

有共同的父结点 Q,Q 为 sum 结点且 sc(Qi) ≠
sc(Q j)。 由于 T 中每个 sum 结点只连接一条边,
因而 Qi、Q j 不会出现在同一个 T 中,则存在

 

Ti、T j

分别包含边 (Q,Q j) 与边 (Q,Qi)。
由于 sc(Qi) ≠ sc(Q j), 父结点的范围是子

结点范围的并集,因而 Q在 Ti 中与 Q在 T j 中的范

围不一样,然而根据定理 2. 2, Ti 与 T j 的范围是一

样的(均与 S 相同),则根据生成树的生成规则,
Ti 与 T j 至少有一个是不可分解的。 □

定理 2. 5 　 若和积网络 S 不是有效的,则算

法 2 至少以 1 / fS(1 | 1) 的概率证明 S 的无效。
证明　 尽管存在极端情况,即和积网络 S 是

有效的,但是却不满足完备性或可分解性[11] ,由
于数量极少,故在一般使用中忽略此情况。 综上,
若 S 是不可分解的,则存在 T 是不可分解的,同
样,若 S 是不完备的,也存在 T 是不可分解的,由
于 S 中所有不同的 T 的个数为 fS(1 | 1) [13] , 根据

定理 2. 2、2. 3、2. 4,算法 2 至少以 1 / fS(1 | 1) 的概

率证明 S 的无效。 □

算法 2 的计算复杂度为 Ο n
h
2[ ]

( ) :T 中每个

sum 结点只连接一条边,因而 sum 结点连接边数

总和等于 T 中 sum 结点数目,由于 product 结点的

子结点均为 sum 结点,因而 T 中 sum 结点数目等

于 product 结点连接边数总和。 对于每个 product
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结点,其子结点的范围互不相交,因而其子结点数

小于等于 n, 由于 sum 结点层与 product 结点层交

替出现,因而 product 结点连接边数总和小于等于

n + n2 + n3 + …+ n[h / 2] ,h 为 S 的高度,因而算法

2 的计算复杂度为 Ο(n[h / 2] )。 高度比较低的和

积网络中算法 2 要更好些。
下面给出两个算法的具体比较(如表 1 所示)。

表 1　 两个算法比较

Table
 

1　 Comparison
 

between
 

the
 

two
 

algorithms
Veri-SPN Induce-SPN

计算复杂度 Ο(n × m2 ) Ο(n[h / 2] )

优点
有效性的判断

置信度高
 

有效性判断的置信度以概率

形式表达
 

计算量 较大 较小

适用场景 结点个数少 网络高度小

3　 一种新的计算和积网络生成树个
数的方法

　 　 和积网络中的生成树 T 为算法 2 中产生的树:

自上而下,首先包含 S 的根 Root(S) ,若为 sum 结点

则 T 只包含其中的一个子结点,若为 product 结点则

其所有子结点均在 T 中,以此类推,直至有一个叶结

点包含在 T 中。 Zhao 等[13]提到 S 中 T 的个数 τS 仅

依赖网络结构,并且远小于 2Ο(M) , 其中 M 为 S 中

sum 结点的个数,并给出 τS = Ω(2h),h为S的高度,
然而,本文找到的高度为 h 的最简单结构的和积网

络的 T 个数为 22h / 2, 即:任意高度为 h 的和积网络,

可以得到的个数大于等于 22h / 2, 因而得出更加准确

的结论: τS = Ω(22h / 2)。
计算过程如下:不失一般性,设 Root( S) 为

sum 结点(product 结点情况类似,可以类推),设 S
中 sum 结点层与 product 结点层交替出现,并且每

个结点的子结点数为 2(以此达到最简单的构造

S),自上而下对每个结点 Nij 赋予变量 bi,j,i 代表

层数( i ≤ h ), j 代表自左向右的顺序,如图 2
(a), bi,j 的值代表以结点 Nij 为根结点的子网络

Sij 中 T 的个数。

图 2　 和积网络生成树个数计算步骤

Fig. 2　 Calculation
 

steps
 

for
 

the
 

number
 

of
 

generation
 

trees
 

in
 

SPN
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　 　 由于 S 是对称结构,任意包含边( N11,N21)
的 T (深灰色)都可以在包含边( N11,N22)的 T∗

(浅灰色)找到一条来对应,且由于 T 的构造,不
存在 T 同时包含边( N11,N21),( N11,N22)。 因而

b2,1 = b2,2,b1,1 = 2·b2,1。 如图 2(b),以 N11 为根

结点的计数问题转化为以 N21 为根结点的子网络

S21 中 T 的计数问题。
由于 N21 是 product 结点,因而 ( N21,N31),

( N21,N32)均包含在 S21 中的任意 T 中, 因而

b2,1 = b3,1·b3,2, 由于 S21 的对称结构,可得到 b3,1

= b3,2,b2,1 =b2
3,1。 因而,如图 2(c),以 N21 为根结

点的计数问题转化为以 N31 为根结点的子网络

S31 中 T 的计数问题。
由于 N31 是 sum 结点,再次得到 b3,1 = 2 ·

b4,1。
综上,得到 b2k+1,1 = 2·b2k+2,1,b2k,1 =b2

2k+1,1。
由于叶结点中 T 的个数只有一个,因而 bh,1 = 1。

得到 τS = b1,1 = 2·b2,1 = 2·b2
3,1

= 2·(2b4,1) 2

= 2·22b22
5,1

= 220
·221

·222
·b2·2

6,1

= 220
·221

·222
·b23

7,1

= ….
若 h 为奇数,则

τS = b1,1

= 220
·221

·222
·…22(h-3) / 2

b2(h-1) / 2

h,1

= 220+21+22+…+2(h-3) / 2 = 22(h-1) / 2-1,
若 h 为偶数,则

τS = b1,1

= 220
·221

·222
·…22h / 2b2h / 2

h,1

= 220+21+22+…+2h / 2 = 22(h+2) / 2-1 .

综上, τS = Ω(22h / 2)。

4　 总结

和积网络可以简洁地表示各种边缘分布,其
模型的表达能力强,推理速度快,具有广泛应用前

景。 针对和积网络理论体系中的有效性验证问

题,通过分析和积网络的内部结构性质,给出验证

和积网络有效性的两个算法及其适用场景,并通

过定理证明确保算法的正确性。 还提出一种新的

和积网络中生成树个数的计算方法。
论文算法 1 的计算复杂度为 Ο(n × m2), 与

网络结点个数和变量个数相关,利用和积网络能

够快速计算边缘分布的特点进行构造。 算法 2 的

计算复杂度为Ο(n[h / 2] ), 与网络高度和变量个数

相关,首先分析和积网络的内部结构性质,找到网

络与生成树之间的关系,根据结构特点进行构造。
现已发现和积网络是特殊形式的前馈神经网

络和概率卷积网络。 和积网络的应用已经不限制

在概率图模型的框架中,将逐渐与深度神经网络

一样有广泛的影响。 但和积网络的理论体系仍需

完善,例如,和积网络中的 MAP 推理的复杂性,学
习和积网络的过程中合适的消耗函数是否存在等

问题。
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