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摘　 要　 单指标分位回归模型是一类重要的半参数模型,具有降维的优点的同时保留了非参

数分位回归模型的稳健性。
 

但现有的单指标分位回归模型的估计程序大部分都是通过内点法

来实现。
 

对单指标分位回归模型估计程序的 MM
 

(majorize-minimize)算法进行研究。 首先找

到目标函数的优化函数,
 

然后通过最小化优化函数来得到估计,
 

再逐步迭代至收敛。 数值模

拟和实证研究表明 MM
 

算法在单指标分位回归模型的估计中具有较好的稳定性,
 

能够得到比

较准确的估计结果,
 

且相比于内点法,
 

计算效率更高,耗时更短。
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Abstract　 The
 

single-index
 

quantile
 

regression
 

model
 

is
 

an
 

important
 

semiparametric
 

model
 

with
 

the
 

merit
 

of
 

dimensionality
 

reduction.
 

Furthermore,
 

it
 

retains
 

the
 

robustness
 

of
 

a
 

nonparametric
 

model.
 

For
 

most
 

existing
 

estimating
 

procedures
 

of
 

single-index
 

quantile
 

regression
 

models,
 

the
 

estimators
 

are
 

obtained
 

via
 

minimizing
 

the
 

objective
 

functions
 

by
 

the
 

interior
 

point
 

method.
 

In
 

this
 

paper,
 

we
 

investigate
 

the
 

MM
 

( majorize-minimize)
 

algorithm
 

of
 

the
 

single
 

index
 

quantile
 

regression
 

model
 

estimating
 

procedure.
 

We
 

first
 

construct
 

the
 

majorize
 

function
 

of
 

the
 

objective
 

function
 

and
 

then
 

minimize
 

the
 

substituted
 

majorize
 

function
 

to
 

find
 

the
 

estimators.
 

Our
 

numerical
 

simulations
 

and
 

empirical
 

study
 

show
 

that
 

for
 

the
 

considered
 

model,
 

the
 

MM
 

algorithm
 

has
 

good
 

stability
 

and
 

can
 

yield
 

more
 

accurate
 

estimation.
 

Compared
 

with
 

the
 

interior
 

point
 

method,
 

the
 

MM
 

algorithm
 

is
 

more
 

efficient
 

and
 

takes
 

less
 

time.
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　 　 分位回归模型具有稳健的特点,并且能够对

响应变量的分布做出精细的描述,
 

因此获得很多

学者的关注。
 

目前,
 

分位回归方法已经成为分析

数据的一个非常重要的工具,广泛地应用在金融、
医疗、生物研究等领域。

 

分位回归模型的研究和

应用可参考文献[1-4]及相关文献。
 

参数分位回

归模型是在实际中应用广泛的一类回归模型[5] 。
但很多时候无法对参数分位回归模型进行正确的

设定。 基于误定的参数分位回归的统计推断结果

经常是不可信的,
 

文献[6-7]
 

阐述了参数分位回

归需要进行检验的必要性。 非参数分位回归不存

在误定的风险,但当样本量比较小且协变量比较

多时,非参数分位回归方法可能会受到维数祸根

的问题的困扰。
 

对分位回归,构建目标函数时用到的损失函

数 ρτ( r) = τr - I{ r < 0}
 具有不光滑的特点,

 

从而使

得求解目标函数的最小值比较困难,且可能出现

多个最小值点的情况,参见文献[5,8-11]。 一种

解决上面问题的方法是将分位回归模型的求解问

题转化为线性规划问题,再利用单纯形法或内点

法进行计算。 不管是单纯形法,还是内点法,运算

效率 都 不 能 令 人 满 意。 2000
 

年, Hunte 和

Lange[12]提出一种新的用于求解分位回归问题的

算法,即 MM 算法。 MM 算法概念简单,易于执

行,且数值稳定,比内点法拥有更强的数值计算能

力。 文献[11]对 4 种求解分位回归问题的算法,
即内点法、MM 算法、坐标下降法和 ADMM 算法

进行比较研究,验证了 MM
 

算法具有数值稳定和

计算效率高的特点。
 

单指标分位回归模型具有降维的效果,同时

保持了非参数分位回归的稳健性,其估计问题的

研究吸引了很多研究者的兴趣。 文献[13-14]
 

提

出基于两步迭代的估计方法,文献[15-16]进一步

提出不需要迭代的估计方法,文献[17-18]又提出

基于贝叶斯方法的估计方法,文献[19-21]探讨单

指标分位回归模型的变量选择以及加权复合单指

标分位回归模型的估计。 然而这些文献所提的估

计方法都基于内点法来实现,内点法在计算分位

回归模型时,计算效率低、耗时久,尤其在样本量

较大的情况下,这种缺点更为明显。 MM
 

算法在

求解分位回归模型的估计时比较高效和便捷,这
在文献[22-24]中均有体现,但是没有文献研究单

指标分位回归模型的 MM 算法,故本文研究单指

标分位回归模型估计的 MM 算法。
 

我们借鉴文献[12]
 

的方法,对单指标分位回

归模型的每一步迭代程序中目标函数构建其替代

函数,从而将复杂的优化问题简单化。 然后,基于

优化函数再进行求解计算得到估计值。 我们构建

的优化函数是光滑的,并能够保证每次迭代目标

函数是下降的。 数值模拟和实例分析结果表明基

于 MM
 

算法的估计程序具有较好的稳定性,能够

得到比较准确的估计结果,并且相较于传统的内

点算法具有更强的数值计算能力,用时更短。
 

1　 单指标分位回归模型的估计介绍

对于给定的分位数 τ ∈ (0,1), 在给定 x 的

条件下,响应变量 y的 τ 分位数 θ τ(x) 与协变量 x
之间的关系如下:

θτ(x) = g(xTγ),
其中 x ∈ RR d是 d 维协变量, g(·) 表示未知的一

元联系函数。 另外
 

γ = (γ 1,…,γ d) T 为未知的单

指标向量,满足 ‖γ‖ = 1 且 γ 1 > 0, ‖·‖表示

Euclidean 范数。 这个约束条件是为了模型的可

识别性[25] ,已广泛应用在有关单指标模型的文

献中。
 

本文采用局部线性方法对 γ 和 g(·) 进行估

计,详细内容可参考文献[13],具体算法如下:
 

step
 

1　 采用文献[26]提出的平均导数法得

到 γ的初值,记为 γ̂(0) ,
 

并对其进行标准化,使其

满足 ‖γ̂‖ = 1 且γ̂ 1 > 0。
 

step
 

2 　 对给定的 γ̂, 考虑下面的最小化

问题:

min
(aj,b j)

∑
n

i = 1
ρτ(yi - a j - b j(xi - x j) Tγ̂)w ij, (1)

其 中 ρ τ( r) = r(τ-I( r ≤ 0)),w ij =
Kh(xT

i γ - xT
j γ)

∑ n

l = 1
Kh(xT

l γ - xT
j γ)

,K(·) 为核函数且 Kh(·) =

K ·
h( ) h。 记所得估计为 { â j, b̂ j} n

j = 1。 带宽的选

择为 hτ = hm{τ(1 - τ) / ϕ( Φ -1(τ)) 2} 1 / 5, 其中

ϕ(·),Φ(·)
 

分别为标准正态分布的概率密度函

数 和 分 布 函 数, hm =

∫K2(v)dv[ ] [var(y | xTγ = u)]

n[∫v2K(v)dv]2 d2

du2E(y | xTγ = u)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
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[27]。
 

step
 

3　 基于 step
 

1 得到的估计 { â j, b̂ j} n
j = 1,

 

进一步考虑下面的问题:

min
γ

∑
n

j = 1
∑

n

i = 1
ρτ(yi -â j -b̂ j(xi - x j) Tγ)w ij, (2)

其中 w ij 和 hτ 直接使用上一步计算的结果。 记所

得估计为 γ􀮨。
 

step
 

4　 重复 step
 

1 和 step
 

2 直至收敛。
 

在上述算法中, γ̂ 标准化的方法为: γ =

sign1γ􀮨/ ‖γ􀮨‖,其中sign1 指 γ
 

的第一个分量的符

号函数,只有第一步 γ̂需要标准化。 最终 g(·) 在

u 处的估计结果为 ĝ(·;h;γ̂) = â, 其中

( â,b̂) = argmin
a,b

∑
n

i = 1
ρτ(yi - a - b(xT

i γ̂ - u))

Kh(xT
i γ̂ - u) . (3)

2　 估计程序的 MM 算法

2. 1　 MM 算法介绍
下面介绍 MM 算法的基本思想。 假设需要最

小化的目标函数为 L(θ):RR p→ RR ,θ k 为第 k 步的

迭代值。 MM 算法每次迭代分两步来进行。 首

先,构造目标函数的优化函数 Q(θ | θk):RR p ×RR p

→ RR
 

满足

Q(θk | θk) = L(θk),
Q(θ | θk) ≥ L(θ)∀θ. (4)

然后,
 

对优化函数 Q(θ | θk) 进行最小化,
 

得到

下一步的迭代值 θk+1, 则有

Q(θk+1 | θk) ≤ Q(θk | θk) . (5)
综合式(4)和式(5),可知 L(θk+1) ≤ L(θk)。 这

种下降趋势保证了 MM 算法具有显著的数值稳

定性。
 

观察目标函数式(1) ~ 式(3),可以发现它们

均为非光滑函数,
 

因而不易得到最优解,故借用

文献[12]
 

提出的 MM
 

算法的思想来处理这个问

题。 其主要的处理方式如下:首先给 ρ τ( r) 加一

扰动 ε,得到其近似函数

ρε
τ( r) = ρτ( r) - ε

2
ln(ε +| r | ) .

然后,
 

在 rk 处用下式来优化 ρ ε
τ( r)

ζετ( r | rk) = 1
4

r2

ε +| rk |
+ (4τ - 2) r + cé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ,

其中, c 是满足 ζ ε
τ( rk | rk) = ρ ε

τ( rk) 的常数。 下面

给出单指标分位回归模型估计程序中最小化问题

(1)、 ( 2) 和 ( 3) 的基于 MM 算法的详细求解

过程。
 

2. 2　 非参数部分的估计
首先,将式(1)中的目标函数修正为

L j
ε(θ) = ∑

n

i = 1
ρε
τ( rij(θ))w ij,j = 1,2,…,n,

其中: rij(θ) = yi - a j - b j(xi - x j) Tγ̂,θ为参数(a j,
b j)。 进一步构造近似函数 L j

ε(θ) 在第 k 次迭代

值 θk 处的优化函数:

Qε
τ,j(θ | θk) = ∑

n

i = 1
ζετ( rij | rkij)w ij,j = 1,2,…,n.

(6)
　 　 下面考虑第 k + 1 次迭代值的确定问题。 MM
算法是通过优化函数 Qε

τ(θ | θk) 的最小化来得到

θ
 

的估计:使 Qε
τ(θ | θk) 达到最小的θ值即为下一

次迭代值θk+1。 由于残差项 r为θ的线性函数, 对

式(6)求导,令其为零并化简整理可得

∑
n

i = 1
w ij

Yi

(ε +| rkij | )
+ (2τ - 1)( ) Xi =

∑
n

i = 1

w ij

(ε +| rkij | )
XiXT

i θ,
 

j = 1,2,…,n,

其中 Yi = yi,Xi = (1,(xi - x j) Tγ̂) T,rkij = yi - ak
j -

bk
j (xi - x j) T = Yi - XT

i θk,故 θk+1
 

的表达式:

θk+1 = ∑
n

i = 1

w ij

(ε +| rkij | )
XiXT

i( )
-1

∑
n

i = 1
w ij

Yi

(ε +| rkij | )
+ (2τ - 1)Xi( ) . (7)

再通过对式(7)的迭代,逐渐逼近目标函数 L j
ε(θ)

的最小值。
 

由此,可以将 MM 算法总结为如下步骤:
1)

 

选择迭代初始值 θ0 和一个较小的正常数

ε,置 k = 0;
 

2)
 

计算 rkij,
 

根据式(7)确定第 k + 1 次迭代

值 θk+1;
 

3)
 

令 k = k + 1, 判断是否满足收敛准则,若
满足收敛准则,即:

 

当

Qε
τ(θk | θk) - Qε

τ(θk+1 | θk)
Qε

τ(θk | θk)
< δ

或者 Qε
τ(θk | θk) - Qε

τ(θk+1 | θk) < δ
时,可终止迭代,其中 δ 是预先取定的足够小的

数。 否则返回 2)继续迭代,直到满足收敛准则。
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2. 3　 单指标向量的估计
首先定义式(2)中目标函数的近似函数:

Lε
τ(γ) = ∑

n

j = 1
∑

n

i = 1
ρε
τ(yi -â j -b̂ j(xi - x j) Tγ)w ij .

在 γk 处的优化函数可以构建为

Rε
τ(γ | γk) = ∑

n

j = 1
∑

n

i = 1

1
4 [

rij(γ) 2

ε +| rkij) |
+

(4τ - 2) rij(γ) + c ]w ij,

其中: rij(γ) = yi - â j - b̂ j(xi - x j) Tγ,c 是满足使

Rε
τ(γk | γk) = Lε

τ(γk) 的常数。
 

然后,对 Rε
τ(γ |

γk) 关于 γ 求导并令其为 0,得到 γk+1 为

γk+1 = ∑
n

j = 1
∑

n

i = 1

w ij

(ε +| rkij | )
XijXT

ij( )
-1

∑
n

j = 1
∑

n

i = 1
w ij

Yij

(ε +| rkij | )
+ (2τ - 1)( ) Xij . (8)

其中 Xij =b̂ j(xi - x j),Yij = yi -â j,rkij = yi -âk
j -b̂k

j (xi

- x j) Tγk。 按照 2. 2 节所给出的 MM 算法将 θ 替

换为 γ, Qε
τ(·) 替换为 Rε

τ(·), 对式(8)
 

的迭代,
即可得到 γ的估计。

 

最后,可将基于 MM 算法的单指标模型的估

计总结为如下步骤:
 

1)参考第 1 节 step
 

1 所提供的方法,得到 γ
的初始估计;

 

2) 对 给 定 的 γ̂, 按 照 2. 2 节 计 算 出

{ â j,b̂ j} n
j = 1;

 

3) 对于给定的{ â j, b̂ j} n
j = 1, 按照 2. 3 节计算

出 γ̂ ;
 

4)重复 2)、3)步骤,直至收敛。
 

2. 4　 联系函数 g(·) 的估计
对于联系函数的估计,式(6) 中目标函数式

的近似函数可定义为

Lε
1,τ(a,b) = ∑

n

i = 1
ρε
τ(yi-a-b(xT

i γ̂-u))Kh(xT
i γ̂ - u) .

按照 2. 2 节方法构建 Lε
1,τ(a,b) 的优化函数,求解

可得

( â,b̂) = ∑
n

i = 1

w i

(ε +| rki | )
XiXT

i( )
-1

∑
n

i = 1
w i

Yi

(ε +| rki | )
+ (2τ - 1)( ) Xi .

则 ĝ(u;h,γ̂)= â,
 

其中,
 

wi = Kh(xT
i γ̂ - u),Xi = (1,

xT
i γ̂ - u)T,Yi = yi,rki = yi -âk -b̂k(xT

i γ̂ - u)。

3　 数值模拟

对于近似函数 ρε
τ( r) 中的扰动 ε,按照文献

[12]给出的建议,选取 ε 满足 εn | lnε | = δ。
3. 1　 模拟 1

借鉴文献[13]模拟 1 的模型设置,考虑模型

y = sin π(u - A)
C - A( ) + 0. 1Z,

其中 u = xTγ,x = (x1,x2,x3) T,γ = 1
　 3

(1,1,1) T,

A =
　 3
2

- 1. 645
　 12

,C =
　 3
2

+ 1. 645
　 12

;
 

xi i. i. d. ~

U(0,1),i = 1,2,3;
 

Z ~ N(0,1), 且 xi 与 Z 相互

独立。 取样本容量 n = 200,
 

在分位数 τ 分别取

0. 25、0. 5、0. 75 的情况下估计 γ,分别模拟 100。

选择高斯核函数 K(ν) = 1
　 2π

e -ν2 / 2, 迭代精度 δ
 

取 1 × 10 -6, 带宽 hτ 的选取如前所述。
 

类似参考文献[13,19,28]所用的评价标准,
用 Bias(样本偏差)、SE(样本标准差)、MSE(样本

均方误差)、CI
 

(95% 的置信区间)、CP(真值落在

置信区间的比例)评价单指标向量部分估计 γ̂ 的

估计精度,用 ASE 和 AAE 评价联系函数部分

ĝ(·)
 

的估计精度,并给出 ASE
 

与 AAE 的 Mean
(样本均值)与 SE(样本均方误差),其中 ASE

 

和

AAE
 

的定义如下:

ASE = n -1∑
n

i = 1
[ ĝ(ui) -g(ui)] 2,

AAE = n -1∑
n

i = 1
| ĝ(ui) -g(ui) | .

在不同的分位数下,计算上述评价指标值,所得结

果列于表 1 和表 2,可以看出,用 MM 算法计算单

指标分位回归模型,无论是单指标向量的估计还

是联系函数的估计,都有比较好的结果,且在较小

和较大的分位数下依然有良好的表现,这表明本

文所提出的计算方法是有效的。 将该估计结果与

文献[13]
 

中关于该模型的模拟结果进行对比,可
以看出,用 MM

 

算法计算单指标分位回归模型,
与内点法相比,估计的精度是相似的,估计系数的

偏差大小都在 10-3 ~ 10-2,估计系数的样本标准差

数量级均为 10-2,但在计算效率上,本文所提出的

方法大大优于内点法,这将在模拟 3
 

中展示和

说明。
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表 1　 模拟 1中不同的 τ下,估计 γ̂的Bias、SE、MSE、CI、CP

Table
 

1　 The
 

Bias、SE、MSE、CI、CP
 

of
 

γ̂
under

 

different
 

choices
 

of
 

τ
 

in
 

simulation
 

1
 

评价

标准
Bias SE

 

MSE
 

CI
 

CP

γ̂1 0. 001
 

9 0. 075
 

5 0. 005
 

7 (0. 431
 

1,0. 727
 

4) 0. 94
 

τ= 0. 25 γ̂2
-0. 007

 

5 0. 079
 

4 0. 006
 

3 (0. 414
 

1,0. 725
 

5) 0. 93
 

γ̂3
-0. 003

 

6 0. 095
 

2 0. 009
 

1 (0. 387
 

0,0. 760
 

3) 0. 96
 

γ̂1 0. 001
 

7 0. 038
 

8 0. 001
 

5 (0. 503
 

0,
 

0. 655
 

1) 0. 94
 

τ= 0. 5
 

γ̂2 0. 001
 

0 0. 037
 

8 0. 001
 

4 (0. 502
 

0,
 

0. 650
 

4) 0. 94
 

γ̂3 0. 005
 

9 0. 034
 

9 0. 001
 

2 (0. 514
 

7,
 

0. 651
 

8) 0. 94
 

γ̂1
-0. 006

 

6 0. 025
 

8 0. 000
 

7 (0. 520
 

1,0. 621
 

2) 0. 95
 

τ= 0. 75 γ̂2 0. 002
 

7 0. 024
 

6 0. 000
 

6 (0. 531
 

8,0. 628
 

3) 0. 93
 

γ̂3 0. 006
 

1 0. 006
 

0 0. 000
 

6 (0. 536
 

6,0. 630
 

2) 0. 93
 

表 2　 模拟 1 中不同 τ的选择下,ĝ(u)的 ASE、AAE 的

Mean、SE

Table
 

2　 Outcomes
 

of
 

ĝ(u)
 

for
 

the
 

models
 

under
 

different
 

choices
 

of
 

τ
 

in
 

simulation
 

1

ĝ(u)
τ = 0. 25 τ = 0. 5 τ = 0. 75

 

Mean SE Mean SE Mean SE
 

ASE 0. 142
 

1 0. 020
 

1 0. 043
 

6 0. 004
 

8 0. 060
 

7 0. 006
 

1
AAE 0. 340

 

9
 

0. 021
 

1 0. 175
 

1 0. 009
 

1 0. 168
 

6 0. 009
 

3

3. 2　 模拟 2
借鉴文献[13]模拟 2 的模型设置,考虑模型

y = 10sin(0. 75u) + 1 + sin(u) Z,

其中 u = xTγ,x = (x1,x2) T,γ = (1,2) T / 　 5 ,
xi i. i. d ~ N(0,0. 252),i = 1,2;

 

Z ~ N(0,1),且
x i 与 Z 相互独立。 取样本容量 n = 400,在分位

数 τ 分别取 0. 25、0. 5、0. 75 的情况下估计 γ,分
别模拟 100 次。 其他设置同模拟 1,所得结果列于

表 3 和表 4,可以看出新提出的算法在方差的分布

不相同时,依然具有良好的估计结果,具有稳健性。
将该估计结果与文献[13]

 

中对应模型的模拟结果

对比,依然可以发现,用 MM
 

算法计算单指标分位

回归模型,与内点法相比,估计的精度是相似的,再
次表明我们所提出的方法是有效的。
3. 3　 与内点法比较

由前两个模拟可以发现,MM 算法在单指标

分位回归估计的计算问题中表现良好,接下来比

较 MM 算法与内点法的计算效率,考虑如下 3 个

模型:
 

模型 1:
 

Y = exp(X′1γ1) + ε 1;
 

模型 2:
 

Y = 5cos(X′2γ2) + ε 2;
 

表 3　 模拟 2中不同的 τ下,估计 γ̂的Bias、SE、MSE、CI、CP
 

Table
 

3　 The
 

Bias、SE、MSE、CI、CP
 

of
 

γ̂
under

 

different
 

choices
 

of
 

τ
 

in
 

simulation
 

2
评价

标准
 Bias SE

 

MSE
 

CI
 

CP
 

τ = 0. 25
γ̂1

 -0. 014
 

1 0. 118
 

1 0. 014
 

1 (0. 201
 

5,0. 664
 

5) 0. 97
 

γ̂2
 -0. 000

 

2 0. 060
 

8 0. 003
 

7 (0. 775
 

3,1. 013
 

9) 0. 93
 

τ = 0. 5
 γ̂1

 -0. 000
 

5 0. 114
 

9 0. 013
 

2 (0. 221
 

3,
 

0. 671
 

9) 0. 93
 

γ̂2
 -0. 006

 

2 0. 057
 

3 0. 003
 

3 (0. 775
 

8,
 

1. 000
 

3) 0. 95
 

τ = 0. 75
γ̂1

 -0. 004
 

4 0. 108
 

4 0. 011
 

7 (0. 230
 

2,0. 655
 

3) 0. 95
 

γ̂2
 -0. 003

 

1 0. 056
 

3 0. 003
 

1 (0. 780
 

9,1. 001
 

7) 0. 92
 

表 4　 模拟 2 中不同 τ的选择下,ĝ(u)的 ASE、AAE 的

Mean、SE
 

Table
 

4　 Outcomes
 

of
 

ĝ(u)
 

for
 

the
 

models
 

under
 

different
 

choices
 

of
 

τ
 

in
 

simulation
 

2

ĝ(u)
τ = 0. 25 τ = 0. 5 τ = 0. 75

 

Mean SE Mean SE Mean SE
 

ASE 0. 054
 

4
 

0. 047
 

1
 

0. 029
 

7
 

0. 027
 

1
 

0. 051
 

3
 

0. 050
 

4
AAE 0. 385

 

3
 

0. 176
 

6
 

0. 269
 

6
 

0. 126
 

9
 

0. 367
 

1
 

0. 204
 

0

　 　 模 型 3:
 

Y = 5sin( X′3γ3) + exp
( - 16(X′3γ3) 2) + ε 3 .

 

其中 γ1 = (1,1,1) T / 　 3 ,X1,i ~ N(0,1),i =
1,2,3,ε 1 ~ N(0,1);γ2 = (2,1,2) T / 3,X2,i ~
U(0,1),i = 1,2,3,ε 2 ~ N(0,1);γ3 = (1,2) T /
　 5 ,X3,i ~ N(0,1),i = 1,2,ε 3 ~ Exp(1)。 对每

个模型,取样本量分别为 100、200,模拟 100
 

次,
用 MM 算法和内点法进行估计计算,并用 100 次

模拟的总体运行时间与平均迭代次数比较算法的

运行效率,所得结果列于表 5、表 6。

表 5　 n=100,
 

模型 1、2、3 的估计结果比较
 

Table
 

5　 Estimation
 

comparison
 

among
 

models
 

1,
  

2,
  

and
 

3
 

with
 

n=100
总体运行时间 / h

 

平均迭代次数
 

model
 

1 MM
 

0. 43
 

66. 45
IP

 

2. 20
 

62. 26
model

 

2 MM
 

0. 30
 

54. 83
IP

 

0. 65
 

17. 27
model

 

3 MM
 

0. 26
 

41. 32
IP

 

0. 54
 

17. 36

　 　 注:IP 指内点算法。

　 　 可以发现 MM 算法所用的时间远远少于内点

法,且随着样本量的增大,这种计算效率上的优势

更加明显。 这是由于用内点法解决分位回归
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　 　 　 　 　表 6　 n=200,模型 1、2、3 的估计结果比较

Table
 

6　 Estimation
 

comparison
 

among
 

models
 

1,
  

2,
  

and
 

3
 

with
 

n=200
总体运行时间 / h 平均迭代次数

model
 

1 MM
 

1. 51
 

56. 97
IP

 

25. 16
 

52. 99
model

 

2 MM
 

1. 09
 

50. 73
IP

 

10. 98
 

22. 37
model

 

3 MM
 

0. 95
 

37. 98
IP

 

8. 01
 

20. 03

问题,是将目标函数及约束条件转化为线性规划

问题,再用内点法来求解该问题,但转化之后的线

性规划问题,协变量维数与样本量的大小有着正

相关的关系,这种方法极大地增加了算法的计算

量与所用时间。 本文第 3. 2 节
 

中的问题转化为线

性规划后,协变量的维数为 2n+p,第 3. 3
 

节
 

中的问

题转化为线性规划后,维数为 2n2 +p,具体转化方法

及维数的增加量可见文献[11]。 而 MM
 

算法只需

对 p 维矩阵做运算,故两种方法的计算效率随样本

量的增加会产生越来越大的差距。
 

4　 实例分析

在这一节, 应用本文所提的估计方法对

Boston 房屋数据集进行分析,Boston 房屋数据集

包含 506 个样本。 该数据集及其详细介绍均可在

R 包 mlbench ( http:∥cran. r-project. org / )
 

找到。
该数据集的响应变量 MEDV(自住房屋房价的中

位数) 为右删失数据, 当其大于 50
 

000
 

时, 按

50
 

000 来记录,故比较适合用分位回归来分析。
该数据集已被很多文献分析过,借鉴文献[13-14,
19]

 

的设置,选取 MEDV(自住房屋房价的中位

数)为响应变量,同时选取 RM(每间住宅的房屋

数目 ), TAX ( 每 一 万 美 元 的 不 动 产 税 率 ),
PTRATIO(城镇中学生与教师的比例),LSTAT(该
地区房东收入较低的百分比)4 个协变量,对 TAX
与 LSTAT 进行对数变换,并对响应变量做中心化

处理,构造如下模型

θτ(MEDV | RM,TAX,PTRATIO,LSTAT) =
g(γ1RM + γ2 log(TAX) + γ3PTRATIO) +

γ4 log(LSTAT) .
用本文提出的方法对该问题进行估计,计算在不同

分位数下系数的估计值,并采用 bootstrap 方法估计

标准差,方法如下,具体细节可参考文献[13,29]。
 

1) 计 算 每 个 样 本 的 误 差,
 

∈̂τ,i = yi -

ĝτ(xT
i γ̂) . 再对误差进行中心化;

 

2)对 {∈̂τ,i} 进行重抽样得到 {∈∗
τ,i} ;

 

3)产生新的响应变量 y∗
i =ĝτ(xT

i γ̂) +∈∗
τ,i ;

 

4)根据新的样本 (xi,y∗
i ), 得到新的估计。

 

重复模拟 100 次计算标准差,所得结果列于

表 7。 从表 7 可以发现,RM 的系数在不同的分位

数下皆为正,这表明每栋房屋的房间数量越多,房
价就越高且收入越多的家庭更加在意每栋房屋的

房间数量;log(TAX)的系数为负且随分位数逐渐

变大,这表明不动产的税率越高,房价越低且收入

较低 的 家 庭 更 加 在 意 不 动 产 税 率 的 大 小;
PTRATIO

 

的系数为负且随分位数变化较小,这表

明学生与教师的比例越大,即教师资源越匮乏,房
价越低且低收入家庭与高收入家庭对教育的重视

程度是同样大的;log(LSTAT)
 

系数为负且随分位

数逐渐变小,这表明一个地区低收入人群所占的

百分比越高,房价越低且收入较高的家庭更加在

意一个地区的低收入人群比例。
 

表 7　 波士顿数据集在单指标分位回归模型下的

系数估计及标准差估计

Table
 

7　 Coefficient
 

estimation
 

and
 

standard
 

deviation
estimation

 

of
 

Boston
 

data
 

set
 

under
 

the
 

single-index
quantile

 

regression
 

mode

τ
 

RM
 

log(TAX)
 

PTRATIO
 

log(LSTAT)
 

0. 1
 

0. 304
 

0
 

-0. 610
 

7
 

-0. 064
 

4
 

-0. 567
 

2
 

(0. 038
 

2) (0. 051
 

2) (0. 010
 

0) (0. 052
 

3)
 

0. 25 0. 390
 

4
 

-0. 508
 

3
 

-0. 060
 

8
 

-0. 533
 

3
 

(0. 042
 

0) (0. 045
 

1) (0. 009
 

7) (0. 048
 

7)
 

0. 5
 

0. 484
 

3
 

-0. 446
 

7
 

-0. 071
 

3
 

-0. 614
 

6
 

(0. 038
 

4) (0. 044
 

6) (0. 008
 

6) (0. 043
 

8)
 

0. 75 0. 639
 

7
 

-0. 338
 

8
 

-0. 069
 

5
 

-0. 592
 

0
 

(0. 052
 

4) (0. 067
 

1) (0. 010
 

2) (0. 061
 

9)
 

0. 9
 

0. 672
 

8
 

-0. 078
 

0
 

-0. 055
 

2
 

-0. 810
 

6
 

(0. 071
 

8) (0. 089
 

6) (0. 012
 

9) (0. 076
 

8)
 

　 　 注:括号中数据为标准差估计。

　 　 图 1 展示了不同分位数下 g(·)
 

的估计,其

中,横坐标为估计所得的 γ̂ 与协变量 X
 

的线性组

合,纵坐标为对应的联系函数的估计值 ĝ(·), 散

点为响应变量 Y 的实际观测值。 观察图 1,可以

发现散点(真实观测值)都紧紧围绕在估计函数

ĝ(·) 的周围且估计曲线随分位数的增大而上移,
这表明本文提出的方法应用在 Boston

 

数据集上

是有效的。 此外,还可以发现,在不同分位数下,
所估计单指标 xTγτ 的取值范围不同,这说明采用

分位回归分析该问题是非常有必要的。
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图 1　 联系函数 g(u)及在不同的 τ下,
 

ĝτ(u)的估计

Fig. 1　 The
 

link
 

function
 

g(u)
 

and
 

the
 

estimation
 

of
 

ĝτ(u)
 

under
 

different
 

choices
 

of
 

τ

5　 结论

本文研究单指标分位回归模型估计方法的

MM 算法。 相比于内点法,MM 算法极大地缩短

了计算时间,提高了运算效率。 此外,本文给出单

指标分位回归模型在 MM
 

算法下的参数估计公

式,在每次迭代过程中,将协变量与响应变量的观

测值直接代入公式,即可得到参数的估计值,避免

了每次迭代都要优化目标函数的麻烦。
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