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摘　 要　 结合有限时间共识算法及一阶加速算法重球法提出分布式有限时间重球法。 本算法

的优点为可以保证所有节点在每个周期都达到共识,同时达到与集中式重球法相同阶数的收

敛速率。 通过数值仿真将该算法与其他分布式优化算法应用于机器学习问题上,展现了该算

法的优良性能。
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Abstract　 Based
 

on
 

the
 

finite-time-consensus
 

algorithm
 

and
 

the
 

heavy-ball
 

algorithm
 

which
 

is
 

a
 

first
 

order
 

accelerate
 

algorithm,
 

a
 

distributed
 

optimization
 

algorithm
 

is
 

proposed.
 

The
 

algorithm
 

can
 

achieve
 

consensus
 

after
 

every
 

periodic
 

updates.
 

The
 

non-ergodic
 

convergence
 

rate
 

is
 

at
 

the
 

same
 

order
 

of
 

the
 

centralized
 

heavy-ball
 

algorithm.
 

In
 

addition,
 

the
 

numerical
 

examples
 

compare
 

our
 

algorithm
 

with
 

other
 

state-of-art
 

distributed
 

optimization
 

algorithms
 

on
 

machine
 

learning
 

problems
 

and
 

show
 

the
 

competitive
 

performance.
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　 　 随着多智体系统的发展,分布式优化算法受

到广泛的重视并应用于诸多领域, 如资源调

度[1] 、分布式传感器系统参数估计[2] 、 协同控

制[3]及对分布式增强学习[4] 等问题的相关研究。
现存的分布式算法大多以各个节点目标函数梯度

作为下降方向,以渐进收敛的方式达成最优共识

状 态, 如 分 布 式 次 梯 度 算 法[5] 、 EXTRA[6] 、
DIGing[7]等。 此类算法需要足够多迭代算法才能

收敛到共识状态。 另一类算法则以有限次迭代达

成共识的 FTC 算法[8]为基础,在一个迭代周期内
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所有节点达到共识,如 FADO[9] 、FTC-NM[10] 。 其

中 FADO 算法结合 FTC 与次梯度算法,因次梯度

算法仅使用了函数基本的一阶信息,算法不能得

到理想的收敛速率。 FTC-NM 算法利用二阶信息

达到局部二次收敛速率。 虽然收敛速率理想但需

要传输二阶导数矩阵不适用于通信受限的场景

中。 考虑通信量与收敛速率的折中,本文中提出

一种 FTC 算法与重球法相结合的分布式一阶

算法。
本文贡献如下:提出基于 FTC 的分布式一阶

加速优化算法。 给出收敛性分析及算法参数的选

取范围。 证明本文算法与集中式重球法算法相同

的收敛阶数。 最后通过在随机生成的大规模网络

上求解机器学习问题并与多种算法进行对比以体

现算法的优良性能。
符号说明　 本文中使用 = ( ,ε), 表示无

向网络,其中 ∶ = {1,…,N} 表示网络中节点的

集合, ε = {( i,j) i,j 直接相连}。 使用 i ∶ =
{ j ( i,j) ∈ ε} 表示节点 i 的邻居组成的集合。
向量二范数用 ‖·‖表示,向量内积通过 〈·,·〉
表示。 使用

Δf(x) 表示函数 f 在点 x 处的导数。
用 w ij 表示矩阵 W 中 i 行 j 列的元素。 使用

deg( i) 表示节点 i 的度,也就是 i 集合中所包含

的元素个数。 以 e 为底的指数函数表示为

exp(x)。 用 ei 表示第 i个元素为 1,其他元素为 0
的向量。 使用 ℝ n 表示一个 n 维实数向量, ℝ n×n

表示 n × n 的实数矩阵。 使用 dom( f) 表示函数 f
的定义域。 用粗体 1,0 表示对应维度全 1,全 0
的向量。 xT 上标表示向量 x 的转置。

1　 问题描述

　 　 假设网络中共有 N 个节点,每个节点有自己

的目标函数 fi(x)。 在分布式协同优化中考虑如

下问题

min
x∈ℝ d

F(x) ∶ = 1
N∑

N

i = 1
fi(x), (1)

通过变量复制,问题(1)可以等价为如下问题

min
x∈ℝ Nd

1
N∑

N

i = 1
fi(xi),

s. t. x1 = … = xN .
(2)

　 　 此处 x 为 x1,…,xN 堆叠成的向量。 等价问

题(2)在分布式系统中被广泛应用,由于通信受

限,并非所有节点都可以实时保持变量值相同,所
以考虑每个节点 i 拥有自己的变量 xi。 为了分析

算法的收敛速率引入以下描述函数性质的假设。
假设 1(Li-光滑函数)假设函数 fi(x) 为 Li -

光滑,则函数 fi(x) 满足如下性质,即对任意 x,y
∈ dom( fi), 如下关系成立

fi(y) ≤ fi(x) + 〈 Δfi(x),y - x〉 +
Li

2
‖y - x‖2,

Li-光滑的定义等价于函数 fi 的一阶导数 Li -
Lipschitz 连续,是对函数变化程度的一种约束。

假设 2(ν-限制性强凸函数)假设函数 F(x)
为 ν -限制性强凸,则函数 F(x) 满足如下性质,
对 ∀x ∈ dom(F),x∗ ∶ = argminF(x),∃ν > 0

 

如

下成立

F(x) - minF ≥ ν‖x - x∗‖2,
ν-限制性强凸是比强凸更弱的条件。

假设 3(强制函数)函数 fi(x) 为强制函数,则
当 ‖x‖ →+ ∞ 时, fi(x) →+ ∞ 。

对目标函数的假设会用于收敛性分析,为保

证各个节点达成共识,需要对网络进行如下常见

假设

假设 4(网络连通)网络中的每一个节点至少

存在一条到其他任意节点的路径。
只有在连通的网络中各个节点才能通过通信

获取网络中的相关信息并进行协同。
假设 5加权矩阵W 为行随机矩阵而且当 (i,j)

∈ ε 时 wij > 0, 其他情况下 wij = 0, 且W1 = 1。

常见的 W 如 w ij =
1

max{deg( i),deg( j)}
,( i,

j) ∈ ε 为局部度加权矩阵。 文献[11]将加权矩

阵对分布式共识算法的影响建模为优化问题,给
出了可以达到最优收敛速度的加权矩阵及多种通

用的加权矩阵。

2　 FTC 算法

　 　 不失一般性,本节考虑 xt
i ∈ ℝ 。 因为下述操

作均为线性操作所以容易扩展到高维 ℝ d。 在满

足假设 4 的情况下,经典的共识迭代算法为

xt +1
i = ∑

j∈ i

w ijxt
j,

 

∀i ∈ , (3)

其中 W 是满足假设 5 的加权矩阵。 当满足假设

4,假设 5 时,通过式(3)所有节点的状态 xt
i 将渐

进收敛于

lim
t→∞

xt = Φx0,

此处 Φ ∶ = 1πT,π∈ ℝ n 是加权矩阵W特征值为 1
对应 的 归 一 化 左 特 征 向 量。 通 过

 

Perron-
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Frobenius
 

定理[12] 可知存在 lim
t→∞

Wt = Φ。 这意味

着 lim
t→∞

xt
i = πTx0 =∶ x- 0。

Sundaram 和 Hadjicostis[8] 通过单边 z 变换及

Jordan 分解证明 FTC 算法可以通过有限次迭代

(3)达到 x- 0 并定义了相对节点的最小多项式。
定义 1(节点 i 的最小多项式[8] ) qi( t) 是多

项式次数最低且满足 eT
i qi(W) = 0T 的首一多项

式。 其中 W 为满足假设 5 的加权矩阵。
节点 i 只需要 Di ≤ N 次加权迭代式(3)即可

计算 x-(0)。 存在 α( i) ∶ = [α ( i)
0 ,α ( i)

1 ,…,α ( i)
Di

] ∈

ℝ Di+1,Di ≥ 0[8] ,

qi(ξ) = (ξ - 1)∑
Di

l = 0
α( i)

l ξl,
 

α( i)
Di

= 1. (4)

下面介绍 α( i) 的一种分布式计算方法[13] 。 以勒

贝格测度下为 0 的集合中的起始状态 x0 进行式

(3)迭代(最多 N 次),组成如下 Hankel 矩阵

H( i,k) ∶ =

y1
i y2

i … yk+1
i

y2
i y3

i … yk+2
i

︙ ︙ ︙
yk+1
i yk+2

i … y2k+1
i

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

,

其中 yk+1
i = xk+1

i - xk
i 。 α( i) 在第一个缺秩 Hankel

矩阵 H( i,k) 的零空间中。 而判断 Hankel 矩阵是

否满秩用到 SVD,其复杂度为 (k3), 所以计算

α( i) 需要进行 ∑Di

k = 1
(k3) = (D4

i )。 同样 α( i)

有多种求解方法[8,13] ,均与相对应的网络规模相

关。 为简化 α( i) 的计算可使用网络分类方法[10] 。
定理 1(通过 qi 计算共识[8] )当假设 4,假设 5

满足且 WT 为行随机矩阵时,则共识可通过前 Di

次式(3)迭代得到,即

∑
Di

l = 0
α̂( i)

l xi( l) = 1
N∑

N

i = 1
xi(0),α̂( i)

l =
α( i)

l

∑
Di

l = 0
α( i)

l

.

公式(4)中给出了 α ( i)
l 。

定理 1 给出了计算共识的方法,此方法是文

中的信息融合的关键所在。

3　 FTCHB 算法设计

　 　 结合 FTC 算法与重球法本章节提出算法 1
( finite-time-consensus-based

 

heavy-ball
 

method,
FTCHB)。 为避免二阶算法的巨大通信与计算量

及经典梯度算法缓慢的收敛速率,本文决定结合

使用历史信息的重球法以获取下降方向以求解问

题(1)。 重球法属于一阶算法,仅需要对梯度进

行计算,避免了二阶算法计算量与通信量的缺陷。
此外重球法在病态条件数的情况下可以保持良好

的收敛速率。 使用 FTC 算法辅助以达到共识。

算法 1:FTCHB

初始化:
　 1

 

对每个节点 i∈ , 随机生成起始状态 xi(0)。 选择合适的

步长参数 γ k 与动量参数 β k, 每个节点通过第 3 节的方法计算

α̂( i) 。
　 2

 

for
 

t = 1,2,…,N - 1
 

do
　 3

 

　 　 　 　 xi( t) = ∑ j∈ i
wijx j( t - 1) .

　 4
 

end
 

for

　 5
 

x -1
c ( i) = x0

c( i) = ∑Di
l = 0

α̂ ( i)
l xi( l) .

主要迭代部分:
　 6

 

for
 

k = 0,1,2,…
 

do
　 7

 

　 　 　 　 xk+1
c ( i) = xk

c( i) - γ k

Δfi(x
k
c( i)) + β k(x

k
c( i) -

xk-1
c ( i)) .

　 8
 

　 　 　 　 xi(0) = xk+1
c ( i) .

　 9
 

　 　 　 　 for
 

t = 1,2,…,N - 1
 

do
　 10

 

　 　 　 　 　 　 xi( t) = ∑ j∈ i
wijx j( t - 1) .

　 11
 

　 　 　 　 end
 

for

　 12
 

　 　 　 　 xk+1
c ( i) = ∑Di

l = 0
α̂ ( i)

l xi( l) .

　 13
 

end
 

for

　 　 算法初始化阶段各个节点分别计算自己 FTC
算法的相关参数 α( i) (详见第 2 节)。 算法中使

用 xi( t) 表示节点 i 在内循环中第 t 步的状态,使
用 xk

c( i) 表示节点 i 在第 k 次外循环迭代更新中

状态。 步骤 2 ~步骤 5 可以理解为通过 FTC 算得

初始状态的共识即 x0
c( i) = 1

N∑N

i = 1
xi(0)。 在主

要迭代部分中,每个内部循环只需要各个节点与

其邻居节点通信各自的状态。 步骤 7 使得每个节

点通 过 重 球 法 进 行 局 部 的 更 新, 梯 度 信 息

Δfi(xk
c( i)) 和动量信息 xk

c( i) - xk-1
c ( i) 通过后面

步骤 9 ~步骤 11 进行融合,步骤 12 利用定理 1 达

成当前迭代的共识。
注意算法参数 γ k,β k 选取方面各个节点使用

相同的值,但参数值可通过 FTC 算法进行完全分

布式计算。 为简洁,算法表示仅通过表达式描述

参数传递的过程。 每次用到 x j( t - 1),j ∈ i 的

时候都需要节点间进行通信。

4　 收敛性分析

　 　 本节给出 FTCHB 算法的收敛性分析。 注意

到重球法中的更新方向单调下降方向,所以无法

采用文献[10] 中的方法进行分析。 为分析收敛
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速率我们尝试通过找到一个 Lyapunov 函数以辅

助收敛性证明。 首先给出下降引理,并根据下降

引理构造 Lyapunov 函数。 此后在 L -光滑与凸假

设下得到一个目标函数 F(x) 有非各态历经的

(1 / k) 收敛速率以及在 ν -限制性强凸情况下目

标函数 F(x) 线性收敛速率。
注意到算法 1 中步骤 3 ~步骤 7 以及步骤 9 ~

步骤 12 中更新是在每个内循环中使用 FTC 算法

进行共识计算。 这意味着对每次迭代 k, 有 xk
c( i)

= xk
c( j),∀i,j ∈ 。 因此定义 xk

c ∶ = xk
c( i) 以简化

符号。
上面的等价形式在证明中起着重要作用。 算

法 1 利用了变量复制后问题(2)的形式。 下面通

过 FTC 算法给出算法 1 的集中式等价解释。 集

中式理解方式允许我们参考重球法中的收敛性分

析方法[14-15] 。 下面利用算法 1 主要迭代的等价

形式结合文献[15]中的集中式处理分析方法获

取非各态历经的收敛速率。
引理 1

 

假设 fi(x) 是凸函数且一阶可导,且
满足 假 设 1, minF > - ∞ 。 假 设 动 量 系 数

{β k} k≥0 ⊆ [0,1)。 通过选择步长

γk =
2(1 - βk)e

L
,

其中: L = ∑ i = 1
Li / N,e ∈ (0,1) 为常数。 xk

c 为算

法 1 迭代生成的状态。 那么有

F(xk
c) +

βk

2γk
‖xk

c - xk-1
c ‖2é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
-

F(xk+1
c ) +

βk+1

2γk+1
‖xk+1

c - xk
c‖2é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ≥

(1 - e)L
2e

‖xk+1 - xk‖2( > 0),

　 　 证明: 因为 F(x) = ∑N

i = 1
fi(x) / N, 故有

ΔF(x) = ∑N

i = 1

Δfi(x) / N。 通过步骤 7 ~ 步骤

12,相当于将函数 γ k

ΔF(x) 及动量 β k(xk
c(i) -

xk-1
c (i))进行了分布式计算。 通过算法 1 的迭代

步骤 7 ~步骤 12 及定理 1 可以等价为如下形式

xk+1
c = xk

c - γk

ΔF(xk
c) + βk(xk

c - xk-1
c ), (5)

在等价迭代式(5)及假设条件满足的情况下参考

文献[15]中引理 1 的证明。
 

引理 1 说明 F(xk
c) +

β k

2γ k
‖xk

c - xk-1
c ‖2 是非

增的,所以 Lyapunov 函数可以设置为 F(xk
c) +

β k

2γ k
‖xk

c - xk-1
c ‖2。 但是为了得到收敛速率给出

如下形式的 Lyapunov 函数定义

V(xk
c) ∶ = F(xk

c) + δk‖xk
c - xk-1

c ‖2 - F∗,

这里 δ k ∶ =
β k

2γ k

+ 1
2

1 - β k

γ
- L

2( ) 。 给出的 δ k 的

形式,第 1 部分
β k

2γ k
与 F(xk

c) 结合代入引理 1 并

注意到第 2 部分中
1 - β k

γ k

- L
2

≥ (1 - e)L
2e

, 通过

整理可得

V(xk
c) - V(xk+1

c ) ≥ L(1 - e)
4e

× (‖xk-1
c - xk

c‖2 +

‖xk
c - xk+1

c ‖2) ≥ 0,
这说明定义的 V(xk

c) 也是非增的函数。 下面引

理 2 给出 V(xk
c) 的上界在后面定理证明中起到关

键作用。

引理 2
 

假设引理 1 中的条件均满足,用 xk
c 表

示 xk
c 到 argminF(x) 上的投影,假设 xk

c 存在那

么有

V(xk
x) 2 ≤ k(V(xk

c) - V(xk+1
c )) ×

(2‖xk
c - xk

c‖2 + ‖xk
c - xk-1

c ‖2),

这里 k ∶ =
4eδ 2

k

(1 - e)L
+ 4e

(1 - e)Lγ 2
k

.

证明:结合算法迭代更新的等价形式(5) 及

文献[15]中的引理 2 的证明可得。
由引理 2 可知 V(xk

c) 2 < + ∞ ,即 supkV(xk
c)

< + ∞ 有上界。 如果假设 F 为强制函数则有

supk{‖xk
c‖} ≤+ ∞ 。 另外为了证明 (1 / k) 的

收敛速率,假设 xk
c 与最优解的集合最大距离为有

限值,即
R ∶ = sup

k
‖xk

c - x∗‖2 < + ∞ ,

此处的 x∗ ∈ argminx∈ℝ dF(x) 是问题(1)的一个

最优解。
定理 2

 

引理 1 中的假设成立的情况下,若

0 < infkβ k ≤ β k ≤ β 0 < 1 并且 F (x)为强制函数,
通过算法 1,有

F(xk
c) - F∗ ≤

4Rsup
k

{ k}

k
,

　 　 证明:结合算法迭代更新的等价形式(5)及

文献[15]定理 1 的证明可得。
 

注意这里的收敛是相对于算法外层的共识变
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量 xk
c (即算法中的 xk

c( i) )的收敛,内层循环中的

变量 xi( l) 并不能保证定理 2 中的收敛速率。
下面说明加上限制性强凸的假设之后,算法

可以获得的非各态历经的线性收敛速率。
定理 3

 

假设定理 2 中的条件均满足并且 F 满

足假设 2,那么有

F(xk
c) - F∗ ≤ V(x0

c )
ℓ

1 + ℓ( )
k+1

,

这里 ℓ ∶ = supk k
1
δ k

+ 2
ν( ){ }

证明:结合算法迭代更新的等价形式(5) 及

文献[15]定理 2 的证明可得,注意对应文献[15]
中的线性收敛速率常数应为 ω ∶ = ℓ / (1 + ℓ)。

 

在限制性强凸的条件下有 ‖xk
c - xk

c‖2 ≤

(F(xk
c) - F∗) / ν ≤ V(x0

c )
ℓ

1 + ℓ( )
k+1

/ ν, 即 xk
c 也

线性收敛到最优解集。

5　 数值仿真

　 　 本章节通过数值仿真体现 FTCHB 算法的有

效性。 图 1 展现不同规模网络下的优越性,图 2
　 　

展现不同问题参数下的性能。 模型目标函数满足

假设 1,2,3 均可以使用本文算法。 常见的如最小

二乘问题、机器学习问题、资源分配问题。 本文的

数值仿真考虑机器学习常见的岭回归问题[16] ,岭
回归问题通过在目标函数中加入求解参数的正则

项有效地处理了机器学习中的过拟合问题,因此

得到广泛应用。 在此问题中假设每个节点的目标

函数为 fi(x) = λ
2

‖x‖2 + ∑ qi
l = 1

log[1 + exp( -

viluT
ilx)], 此时整体目标函数为

F(x) = Nλ
2

‖x‖2 +∑
N

i = 1
∑
qi

l = 1
log[1 + exp(- viluT

ilx)],

其中: N为网络中节点的总数, λ > 0 为岭回归所

对应的正则化参数, qi 表示节点 i 上分配的数据

个数,在此仿真中 qi = 6。 uil 表示节点 i 上的第 l
个数据,而 vil ∈ { - 1, + 1} 表示此数据对应的标

签。 在我们的仿真中随机生成数据 uil ∈ ℝ 3, 其

中每个维度满足均值为±10,方差为 1 的正态分

布。 每个节点的 6 个数据中有 3 个正样本, 3 个

负样本。 对于给定随机网络的生成,首先生成

N - 1 条边,构成一个满足假设 4 的连通网络,在
　 　

图 1　 不同网络规模的收敛结果比较(λ=1)
Fig. 1　 Convergence

 

result
 

under
 

different
 

network
 

sizes(λ= 1)
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图 2　 不同 λ 情况下收敛结果的比较(N=100)
Fig. 2　 Convergence

 

result
 

with
 

different
 

λ
 

values(N= 100)

此基础上随机选择没有连接的节点添加链接直至

链接的边数达到我们设置的节点平均度的要求,
在此数值仿真中网络节点平均度设置为 5。 通过

YAMLIP 软件包[17]进行集中式求解问题(1)获取

参考 最 优 解。 网 络 加 权 矩 阵 设 置 为 wij =
1

max{deg( i),deg( j)} + 2
。

我们对比了一阶算法中的集中式的重球法

(CHB)、FADO[9] 、集中式的梯度下降法( CSG)、
EXTRA[6] 、DIGING[7]以及二阶算法中的 DQN-0,
1[18] ,NN-0,1[19] 。 图片中的横坐标为迭代次数,
一次迭代表示进行一次节点变量 xk

c( i) 更新对应

的计算,也即一次算法 1 的步骤 7。 这是因为在

算法 1 中只有梯度计算为计算量大的操作,其他

步骤仅为加权求和的线性操作。 对于其他比较算

法图中的横坐标增加 1 是一次方向更新。 图片的

纵坐标为网络中节点状态到最优解的残差平均

值,即
∑N

i = 1
‖xi - x∗‖2

N
。 对所有算法参数的

选取均为手调最优值,即 500 次迭代后对应最小

残差平均值的参数。
从图 1,图 2 可以看出除 FTCHB 外,相比其

他一阶算法收敛比较接近,二阶算法之间的收敛

也比较接近。 与此同时 FTCHB 相对于其他一阶

算法可以更快地收敛到更高的精度。 二阶算法收

敛最终收敛精度超过一阶算法。 对比不同网络规

模的情况,通过图 1 可得知在网络规模变化的情

况下 FTCHB 算法与其他算法的相对关系没有改

变并且可以较快收敛到较高精度。 从图 2 可以看

出当 λ = 10(对应条件数 3. 46×103 )时所有算法

表现均强于 λ = 0. 01(对应条件数 3. 7×106 ),这
可以看出条件数对一阶算法影响较大而对二阶算

法影响较小。 比较图 2 ( a) 和 2 ( b) 两图可知

FTCHB 作为一阶算法在条件数大时可以很快收

敛到较高精度。
此外,通过数值仿真可以看到设计算法的等

价形式与集中式的重球法求解的最优值相差无

几。 两者有一定差别的主要原因是在算法初始化

步骤 1 过程中的计算误差,如何减小此误差是一

个单独的开放问题。

6　 总结

　 　 本文提出一种解决基于共识的多智体系统协

同优化问题的分布式算法 FTCHB。 通过结合

FTC 及重球法,在凸假设和 L-光滑假设下可以达

到 (1 / k) 的速率,并且加入限制性强凸的条件

之后目标函数可以达到非各态历经性的线性收敛

速率。
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